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Resumo

A Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, International Mathematical Olympiad) é uma competicao para
estudantes do Ensino Médio em que o ntumero de participantes cresceu de forma sistemética ao longo do tempo.
Os objetivos das IMOs sdo descobrir, estimular e desafiar a estudantes talentosos em Matematica. A delegagao do
Brasil fez sua primeira participacdo em 1979 e apresenta uma melhora de desempenho a longo do tempo. Nesta
dissertacao sao apresentados e discutidos de forma detalhada 26 problemas que foram propostos para alguma das
versoes das IMO e que de uma forma ou outra usam sequéncias na sua formulagao. O intuito é que estes possam
ser usados no treinamento de estudantes que se preparam para olimpiadas internacionais. O material também
pode ser usado por professores e estudantes do ensino universitario. Os problemas aparecem organizados em
quatro capitulos: Algebra, Teoria dos Nameros, Combinatoéria e Geometria. Porém, tipicamente cada problema
usa conhecimentos ligados a mais de uma area da Matemaética. Dentro de cada capitulo é dedicada uma segao
para cada problema e os mesmos estam ordenados pelo ano em que aconteceu a IMO, do mais recente para o mais
antigo. Em vérias se¢oes apresentamos primeiro uma introdugao aos conhecimentos chaves para a resolugao do
problema.

Palavras Chaves: Olimpiada Internacional de Matemética, Sequéncias, Ensino Médio, Ensino Universitério,
Algebra, Teoria dos Numeros, Combinatoéria, Geometria, Problemas Resolvidos

Citar como: Lopez, J . Problemas Resolvidos sobre Sequéncias no Treinamento de Estudantes do Ensino
Médio para Olimpiadas Internacionais de Matematica. Tese (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, PROFMAT) — Departamento de Matematica, Universidade Federal de Sao Carlos. Sao Paulo, p. 113.
2019.
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Capitulo 1

Introducao

1.0.1 Breve Descri¢ao da Olimpiada Internacional de Matemaética (IMO)

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical Olympiad) é uma competigao para
estudantes do Ensino Médio que é realizada anualmente desde 1959. O tinico ano em que nao ocorreu foi em 1980,
devido a conflitos na Mongolia, pais que seria a sede [I]. Atualmente é a competigdo de Matemética pré-universitaria
mais prestigiada [2].

Na primeira IMO em 1959 somente sete paises do bloco socialista participaram, mas hoje em dia mais de 100
paises de todo o mundo sao representados. A figura mostra a evolucao do niimero de paises participantes e dos

competidores masculinos e femininos.

O numero de competidores cresceu de forma sistematica ao longo do tempo. Porém, a participagao masculina é
notadamente maior que a feminina. Esse padrao em que meninos participam mais que meninas é observado também
nas competi¢des de Mateméatica dentro do Brasil e tem sido associado a fatores socio-culturais [3].

Para um pais participar pela primeira vez de uma IMO a sociedade de Matemética ou o Ministro da Educacao
devem fazer uma solicitacdo formar e enviar observadores ao primeiro certame apos o pedido [4].

O Regulamento das IMOs est4 disponivel em [5]. Além disso, cada ano é editado um Regulamento Adicional. O
enlace para o Regulamento Adicional de 2019 se encontra em [6].

Os objetivos das IMOs sao descobrir, estimular e desafiar a estudantes talentosos em Matematica. Fortalecer
relagoes de amizade internacional entre matematicos de todos os paises, criar oportunidades para o intercambio de
informacgao sobre programas e conteudos de estudo e promover a Matemética em general.

A delegagao de um pais é formada por 6 competidores com menos de 20 anos e que nao tenham feito curso
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Figura 1.1: Evolu¢ao do nimero de paises participantes e dos competidores masculinos (M) e femininos (F) na
Olimpiada Internacional de Matematica (IMO). Dados tirados de http://www.imo-official.org/organizers.aspx

universitario, um professor Lider e um professor Vice-Lider. O professor Vice-Lider cuida dos estudantes e substitui
o Lider caso seja necessario.

Cada delegac¢ao (menos o pais sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial (LongList, LL).
Somente o professor Lider pode enviar propostas seguindo um procedimento seguro. Os mesmos nao podem ter sido
usados em competi¢oes anteriores, nem publicados e devem abranger varios tépicos de matemética pré-universitaria.
Nos tltimos anos os problemas aparecem classificados em quatro area: Geometria, Teoria dos Numeros, Algebra e
Combinatéria.

O pais sede da competigao cria um Comité de Selecao que escolhe os melhores problemas da LL para formar uma
lista menor (ShortList, SL). Cada Lider recebe a SL no primeiro dia da reunifo de Lideres. A SL de cada ano deve
ser mantida confidencial até a conclusao da IMO do proximo.

A competicao acontece em dois dias consecutivos, trés problemas cada dia com quatro horas e meia de duracéo.
Cada problema vale 7 pontos e o grau de dificuldade segue a ordem crescente P1 < P4 < P2 < P5 < P3 < P6.
Como os lideres conhecem os problemas da prova com antecedéncia, eles sdo mantidos separados dos competidores
até o término do segundo dia de provas.

As provas sao individuais. Durante a competicdo nao é permitido o uso de calculadoras, mas sim de régua e
compasso.

Um pouco menos da metade dos participantes recebe alguma medalha seguindo a proporcao 1 : 2 : 3 entre Ouro,
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Prata e Bronze. Prémios especiais podem ser dados para solugdes sobressalentes ou brilhantes. Os participantes que
nao ganharam medalhas, mas que obtiveram o maximo de 7 pontos em pelo menos um problema recebem Mencoes
Honrosas.

O Juri é formado pelos professores lideres de delegagoes, cada um com um voto e as decisoes sao tomadas por
maioria simples. Cabe ao Juri a escolha dos problemas da SL que serao usados na IMO, solugao de conflitos, a
revisao das provas e escolha dos prémios.

Além da parte competitiva as IMOs sdo uma grande festa que permite aos participantes socializar com outros
estudantes da sua idade e com interesses comuns. O pais sede, nos trés dias em que as provas sao avaliadas,

organiza visitas a lugares de interesse da cidade e outras atividades recreativas, esportivas e culturais.

1.0.1.1 Resultados Cumulativos por Equipes

Os paises que ficaram com as notas mais altas por equipe em cada IMO foram a China (19 vezes), a antiga Unido
Soviética (14 vezes) e os Estados Unidos (7 vezes) [2].

Considerando o nimero total de medalhas e mengoes honrosas recebidas (peso 1 para todas) os trés pafses mais
premiados sao Hungria, Roménia e Inglaterra. O Brasil é o primeiro pais latino americano, na posi¢gdo de nimero
23, seguido de Colombia na posigdo 41 e Argentina na posicao 43. Cuba, meu pais de nascimento, aparece na
posigéo 68 [7].

Os estudantes de Cuba participaram em 144 oportunidades (pela primeira vez em 1971) e ganharam 1 medalha
de Ouro, 7 de Prata, 37 de Bronze e 24 Mengoes Honrosas [§]. Dividindo o nimero total de medalhas e mengoes

honrosas pelo nimero de participacées podemos calcular um indice de sucesso de aproximadamente 48%.

1.0.1.2 Resultados do Brasil

A delegagao do Brasil fez sua primeira participagdo em 1979 e apresenta uma melhora de desempenho a longo do
tempo [9]. Seu melhor resultado por equipes foi a posigao de nimero 15 (de 109 paises) obtido em 2016. Até 2018,
de 231 participagoes, os estudantes brasileiros ganharam 10 medalhas de Ouro, 43 de Prata, 77 de Bronze e 33
Mengoes Honrosas. Isso representa um indice de sucesso de aproximadamente 71%.

A tabela lista os medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs e os anos em que estas aconteceram.

Destaco ao Prof. Carlos Gustavo T. de A. Moreira, que atualmente trabalha no IMPA (Instituto de Matematica
Pura e Aplicada) e treina a equipe brasileira que participa da IMO [10] e ao Prof. Artur Avila Cordeiro de Melo [11],
que atualmente trabalha na Franca, e foi o primeiro latino americano a receber a Medalha Fields [12], considerado

equivalente ao Prémio Nobel.
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’ Nome \ Anos ‘
Nicolau Corgao Saldanha 1981
Ralph Costa Teixeira 1986,1987

Carlos Gustavo T. de A. Moreira 1990
Artur Avila Cordeiro de Melo 1995
Nicolau Corgao Saldanha 1981
Gabriel Tabares Bujokas 2005
Henrique Pondé de Oliveira Pinto 2009
Rodrigo Sanches Angelo 2012
Pedro Lucas Lanaro Sponchiado 2018

Tabela 1.0.1: Medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs com seus respectivos anos.

Além da IMO o Brasil participa de um ntimero significativo de outras olimpiadas internacionais de Matematica como
a Iberoamericana (OIM), a do Cone Sul, a Iraniana de Geometria (IGO) e a Olimpiada Europea de Matemética
para Meninas (EGMO, European Girls’ Mathematical Olympiad) [13].

A selegao para representar o Brasil na IMO, e outras olimpiadas, é feita a partir dos estudantes medalhistas na

Olimpiada Brasileira de Matematica [14].

1.0.2 Participagcao do Autor em Projetos de Treinamento Olimpicos

Este trabalho esta inspirado em uma frustragao de adolescente em Cuba.

Aprendi a tabuada com meu avo e ele mesmo se surpreendia quando calculava, antes que todos, o troco de alguma
compra. Naquela época era tudo de cabega, nao tinhamos as calculadoras eletronicas de hoje. Como estudante
do Ensino Fundamental I sempre gostei de Matemaética, Lembro que apés aprender na escola o procedimento da
multiplicacao de ntmeros de mais de dois digitos chegue em casa, e na falta de papel, rascunhei orgulhoso uma
conta na parede.

Sendo estudante do Ensino Fundamental II participei de varias Olimpiadas de Matemética, mas que fiasco, nao
conseguia resolver quase nenhum problema. Com as Olimpiadas de Fisica tive mais sorte e fui escolhido para entrar
em um grupo que era treinado, aproximadamente duas horas por semana, para representar a escola nessa disciplina.
Esse treino marcou minha vida. Na hora de decidir o que estudar na universidade minha resposta foi imediata:
Fisica.

Foi assim que fiz a graduacao e mestrado em Fisica na Universidade da Havana, um curso de diploma em Fisica no
Centro Internacional de Fisica Teorica (ICTP) de Trieste, na Itélia e doutorado em Fisica na Universidade Federal
de Sao Carlos (UFSCar), no Brasil.

Mas os ventos sopraram na dire¢ao da Matematica quando entrei como professor de Calculo na Faculdade de

Zootecnia e Engenharia de Alimentos da Universidade de Sao Paulo (FZEA-USP), campus da USP em Pirassununga.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

Em Setembro de 2014, criei um projeto para aumentar as chances de sucesso em Olimpiadas de Matematica de
estudantes do sexto ano do Ensino Fundamental. Em Agosto de 2015 nosso curso foi reconhecido por pesquisadores
do IMPA como um POTI (Polo Olimpico de Treinamento Intensivo) Presencial Voluntario [16].

O projeto ja dura cinco anos. Atualmente temos duas turmas: nivel I com estudantes sexto e sétimo ano do Ensino
Fundamental e nivel IT com estudantes do oitavo ano em diante. Sao dedicadas quatro horas aulas por semana, 15
semanas por semestre, e ministradas as disciplinas de Algebra, Combinatéria, Geometria e Aritmética. No final de
cada semestre é organizada uma Olimpiada Regional com a participagao dos estudantes do curso e outros.

Alguns dos alunos iniciantes ainda continuam participando do projeto e acumulando bons resultados em Olimpiadas
e na escola. Boa parte dos estudantes sao de escolas publicas e muitos tiveram excelentes resultados nos exames
vestibulares. Ao todo ja passaram por alguma das suas aulas mais de 500 estudantes e 8 professores.

Um programa da GloboNews sobre indices de educagao no Brasil exibiu uma matéria citando uma das escolas
publicas que participa do nosso projeto como referéncia do que pode ser feito para melhorar o desempenho dos
estudantes brasileiros [15].

Também criamos uma playlist de video-aulas [I7]. No momento sao 299 videos, com 58 h de duracao, média de
11,6 minutos por video.

Queria poder terminar dizendo que os problemas que encontrarao a seguir mataram minha frustracao de adolescente
por nao conseguir resolver problemas de Olimpiadas de Matematica, mas na verdade, teve muitos outros que nao

consegui resolver.

1.0.3 Organizagao

Os problemas aparecem organizados em quatro capitulos. Porém, tipicamente cada problema usa conhecimentos
ligados a mais de uma area da Matematica. Dentro de cada capitulo é dedicada uma secao para cada problema e os
mesmos estam ordenados pelo ano em que aconteceu a IMO, do mais recente para o mais antigo. Em varias se¢oes

apresentamos primeiro uma introdugao aos conhecimentos chaves para a resolugao do problema.

1.0.4 Sequéncias

Uma sequéncia é uma fungao cujo dominio é um subconjunto dos ntimeros inteiros e cuja imagem é um subconjunto
dos numeros reais. Neste texto, nao estudamos sequéncias em que a imagem ¢é subconjunto dos ntimeros complexos.
Isto é, a: DC Z — 1 C R. Com mais frequéncia o subconjunto D é conjunto dos ntimeros naturais ou dos inteiros
nao negativos. Em lugar de denotar a fun¢do como a(n) escrevemos a,, ou (a,). Uma sequéncia pode ser finita ou

infinita dependendo do niimero de elementos no conjunto D.
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Uma sequéncia é dita crescente se existir N € Z tal que para todo n > N valer que a,+1 > a, € a sequéncia é dita

estritamente crescente quando existir N € Z tal que para todo n > N vale que a1 > a, . De forma analoga sao

definidas as sequéncia decrescente e estritamente decrescente. Uma sequéncia é dita decrescente se existir N € Z

tal que para todo n > N valer que a,+1 < a, € a sequéncia é dita estritamente decrescente quando existir NV € Z

tal que para todo n > N vale que any1 < ay, -

Uma sequéncia é dita limitada superiormente se existirem M € R e N € Z tal que para todo n > N valer que

an < M e a sequéncia ¢é dita limitada inferiormente se existirem m € R e N € Z tal que para todo n > N valer que

an > m. Uma sequéncia limitada superiormente e inferiormente é dita limitada.

Veremos nos problemas a seguir que as sequéncias podem ser definidas de diversas formas e aparecem em todas as

areas da Matematica.



Capitulo 2

Algebra

2.1 Uso da Desigualdade do Rearranjo. IMO 2018 P2

Antes de resolver o problema 2 da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) de 2018 vamos estudar a De-
sigualdade do Rearranjo pois serda usado posteriormente. Seguimos o enunciado e demonstracao apresentado por

Antonio Caminha Muniz Neto [I§].

PI‘OpOSigﬁO: Sejam a; < --- < a,, com n € N| nimeros reais e considere a expressao S = a1by + -+ + ayb,
onde by, -+ , b, é uma reordenacao de ai,--- ,a,. Entao

a1y + -+ aga; < S <al4 - +a? (2.1.1)

Antes da demostragao vejamos um exemplo.
Seja (a)f:1 = (—2,0,3). Temos (3!) seis permutagoes possiveis:

(=2)(3) +(0)(0) + (3)(=2) = —12
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(=2)(=2) + (0)(0) + (3)(3) = 13

Uma ilustracdo geomeétrica usando vetores tridimensionais pode ser encontrada em [19].

Demonstragao: Vamos primeiro maximizar S. Como s6 ha um niimero finito (n!) de possiveis reordenagoes
b1, -+, by , hd uma delas que torna S maxima. Suponha entao que partimos da reordenacao by, - , b, que torna .S
maxima. Queremos mostrar que essa reordenacao é exatamente ag,--- ,a, . Para isso, basta mostrarmos que deve
ser by < --- < b,. Por absurdo, suponha o contrario, isto é, que existam indices i < j tais que b; > b; . Trocando
as posigoes de b; e b; (pondo b; ao lado de a; e b; ao lado de a;) a variacao de S sera:

AS = (aibj + ajbz-) — (azbz + ajbj) = (ai — aj)(bj — bl) >0

Em outras palavras, S aumenta. Mas isso é um absurdo pois partimos de um valor maximo de S. Logo, by < --- < b,
e b; = a;, Vi. Com isso o maior valor possivel de S é af + -+ +a2.

O raciocinio para provar a outra parte da desigualdade (2.1.1)) é analogo. Existe uma reordenagdo ci,--- , ¢, que
torna S minima, pois o namero de reordenacoes é finito. Suponha entao que partimos dela. Queremos mostrar que
essa reordenagao é exatamente a,,---,a;. Para isso, basta mostrarmos que deve ser ¢; > --- > ¢,. Por absurdo,
suponha o contrario, isto é, que existam indices ¢ < j tais que ¢; < ¢; . Trocando as posicoes de ¢; e ¢; (pondo c¢;
ao lado de a; e ¢; ao lado de aj) a variagao de S sera:

AS = (a;cj + ajc;) — (aic; + ajc) = (a; —aj)(c; —¢) <0

Em outras palavras, S diminue. Mas isso é um absurdo pois partimos de um valor minimo de S. Logo, vale que

€1 >+ >Cp € ¢ = apt1—i, Vi. Com isso o menor valor possivel de S é a1a, + -+ + ana10

2.1.1 IMO 2018 P2

Determine todos os inteiros n > 3 para os quais existem ntmeros reais ai,as,- - ,aGn42 tais que any1 = aq,
Qp42 = a2 €

a;aiy1 +1=a;42 (212)

parai=1,2,--- n.

A TMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia. Problema proposto pela delegagido da Eslovaquia [20].

Solucao:
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2.1.1.1 Cason=3

Temos a sequéncia (a1, as,as,ar,as), pois ay = a; e a5 = az. Adicionalmente, da equagdo (2.1.2]) seguem trés

equagoes, uma para cada valor de ¢ = 1,2, 3:

a1a2+1 = as (213)
asas +1=aq (214)
azal +1 =as (215)

Estamos interesados em encontrar uma solugao.

e Suponha inicialmente que a; = ag = az = a. As trés equagoes anteriores se transformam em

a>—a+1=0 (2.1.6)

que nao tem solugao real pois o discriminante dessa equagao quadratica em a é negativo.

e Como segunda tentativa considere a; = ag = a # az. Neste caso a equagao ([2.1.3)) se transforma em
as =a’+1 (2.1.7)

e as equagdes (2.1.4) e em
aaz+1=a (2.1.8)

Substituindo a3 de (2.1.7)) em (2.1.8)) encontramos que a® = —1, segue que a = —1 e voltando em (?2.1.7) encontramos
as = 2. Isto é, existe solugdo no caso n = 3, a sequéncia (ai,as,a3) = (—1,—1,2). Pode ser mostrado que
(a1,a9,a3) = (2,—1,-1) e (a1, az,a3) = (—1,2,—1) também sdo solugdes.

2.1.1.2 Cason=4

Temos a sequéncia (a1, az, as, aq,a1,a2), pois as = a1 e ag = as. Note ainda que podemos extender a sequéncia de
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forma ciclica: a7 = ag e ag = a4.

Adicionalmente, da equacgao (2.1.2]) seguem quatro equagoes, uma para cada valor de i = 1,2, 3,4:

aras + 1 =as (2.1.9)
asas +1=ay (2.1.10)
asas +1=aq (2.1.11)
asa; +1=ay (2.1.12)

Das quatro equacoes anteriores vamos formar outros dois conjuntos de quatro equagoes cada. Para o primeiro

conjunto multiplique as equagdes anteriores por as, a4, a1 € ag, respetivamente.

ajasas + as = ag (2.1.13)
azasay + ay = a2 (2.1.14)
aiazas +ay = a% (2.1.15)
a1a9a4 + ag = a% (2.1.16)

Para o segundo conjunto multiplique as equagoes (2.1.9)), (2.1.10), (2.1.11) e (2.1.12) por a4, a1, as e as, respetiva-

mente.
10204 + G4 = G304 (2.1.17)
aiaa3 +a, = ajaq (2.1.18)
asa3a4 + as = aias (2.1.19)
aiasas + as = asas (2.1.20)

Note que a soma dos lados esquerdos dos dois conjuntos de equagoes anteriores é identica, logo a somas dos lados
direitos dos dois conjuntos deve ser igual:

2 2 2 2
ai + a3+ a3 +ay = a1ay + azaz + azag + asaq4 = a1a2 + a203 + a3z64 + a4a;

Como (asg, ag, as, a1) € uma permutagio de (a1, as, as, as) pela Desigualdade do Rearranjo (equagao (2.1.1)) conclui-

mos que a; = az = a3 = a4 = a e voltando nas equagdes (2.1.9)), (2.1.10)), (2.1.11)) e (2.1.12)) encontramos novamente

a equacdo (2.1.6)) que ndo tem solugéo real. Isto prova que nao existe solucéo real no caso n = 4. Estamos prontos

para a solucao geral.
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2.1.1.3 Solugao Geral

Multiplicando a equagao (2.1.2)) por a;4o teremos:
2
Q41042 + Qip2 = Qi o
Somando as n equagoes anteriores, lembrem que i = 1,2, -+, n, teremos:

n n n

2
E aiG;4+10542 + E iy = E Qita
i=1 i=1 i=1

. n . _ n . n 2 _ n 2
mas i Gita = D iy @i € iy Gipg = D51 G; 1080
n n

n

2

E aiai+1ai+2+§ a; = E a;
=1 i=1 i=1

Por outro lado, trocando ¢ por ¢ + 1 na equagao (2.1.2)) encontramos:

ai11ai42 +1 =a;13

Multiplicando por a; a equagao anterior segue:

AiQi4+3 = QjQi4+10i4+2 + Q4

No proximo passo somamos as n equagoes anteriores:

n n n
E aiGi43 = E a;G;410542 + E a;
i=1 i=1 i=1

19

(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

Agora podemos verificar que o lado esquerdo da equagao (2.1.23) coincide com o lado direito da equacgao (2.1.26)),

logo

n n
_ 2
a;A;4+3 = a;

=1 i=1

Pela Desigualdade do Rearranjo (equagao (2.1.1))) a equacdo (2.1.27)) implica que

Qi3 :aiaVi: 1a2a"' ,

Temos dois casos a considerar.

e n é multiplode 3, n =3k com k € N

Neste contexto existe uma solugao que satisfaz a equacao (2.1.28) da forma

(a17a27a37 s, 03k—2,A3k—1, a3k) - (_]-7 _17 27 e

7_]-7

~1,2)

(2.1.27)

(2.1.28)
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Esta solucao repete o padrao encontrado no caso n = 3.

e n nao é multiplode 3, n=3k+1loun=3k+2com ke N

Neste contexto nao existe nenhuma solugao. Pois a equagao (2.1.28) implica que a1 = a4 = -+ = asg41, a2 = a5 =
- = agk+2 € a3 = ag = -+ - = asg. Por outro lado, quando n = 3k + 1 temos que as igualdades das hipoteses do

problema a, 1 = a1, an+2 = az podem ser escritas como azg12 = a1, az(x4+1) = az. Logo, az = a1 e ag = az. Isto ¢,
a1 =as =+ =a, = a que ja vimos que nao leva a nenhuma solugao real. Uma situagao analoga acontece quando

n = 3k + 2. Outras solugbes, em inglés, deste problema se encontram em [21].



CAPITULO 2. ALGEBRA 21

2.2 Desigualdades com Sequéncias de Inteiros. IMO 2014 P1

Seja ap < a; < ag ... uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Prove que existe um tnico inteiro n > 1 tal

que

a, < ag+a1+ax+---+an < a1 (2.2.1)

n

A IMO 2014 foi realizada na Cidade do Cabo, Africa do Sul. Problema proposto por Gerhard Woginger, Austria
[20].

Solucao:
2.2.1 Consideracoes Iniciais

A fragdo que aparece na desigualdade inicialmente lembra a média aritmética, mas nao é o caso devido ao termo
ag. E uma soma de n + 1 termos da sequéncia dividida por n.

Vamos estudar primeiro um exemplo. Seja a, = n+ 1 com n € NU {0}, temos que vale 0 < a9 < a1 < as....
Adicionalmente

py1—ap=M+2)—(n+1)=1
Isto €, a sequéncia é uma progressao aritmética de inteiros positivos. A soma de n + 1 termos é

ao+a1+a2+~--+an:( )2(0 ):( )2( )

Segue que podemos escrever a desigualdade (2.2.1)) como

(n+1)-(n+2)

1<
ne 2n

<n+2 (2.2.2)

O lado esquerdo de (2.2.2]) vale se n < 2 e o lado direito de (2.2.2)) se n > 1. Com isto, n =1 ¢ a tnica solugao da

desigualdade.

2.2.2 Solugao Geral

Olhando para o lado esquerdo da desigualdade ([2.2.1)), e como todos os niimeros sao inteiros positivos, vamos definir

uma nova sequéncia (d,)
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nay, < agp+ay+ag+---+an
0<ag+ai+as+- -+ a, —na, =d, (2.2.3)
0<d,

Agora focamos no lado direito da desigualdade (2.2.1])

agt+ayt+azs+---+ap <napy
ag+ai+as+ -+ an + anp1 < NGpg1 + a1 = (N4 1)ap4
ag+ai+ax+ -+ ap+app1 — (n+1)aps <0
dn+1 < 0
Isto ¢, a desigualdade (2.2.1)) é equivalente a desigualdade
dns1 <0< dy (2.2.4)
para a sequéncia (d,). Note de (2.2.3) que dg = ag > 0. Temos adicionalmente que
dny1 —dp = (a0 +a1 +az+ - +an+ant1 — (n+ )ap1) — (a0 + a1 +ag + -+ + ap — nay)
dpt1— dp =n(an, — apy1) <0 (2.2.5)

Como a sequéncia (a,) é estritamente crescente temos a, — an+1 < 0 e dpy1 < d,,. Isto é, a sequéncia (d,) é
estritamente decrescente.
Segue que, para algum valor de n, a desigualdade (2.2.4]) é satisfeita, pois a sequéncia (d,) inicia em um inteiro

positivo, é estritamente decrescente e somente assume valores inteiros.

2.2.3 Comentarios Finais

O fato da sequéncia inicial ser uma sequéncia de nimeros inteiros é essencial na demostragao. Como contra-exemplo,

seja (ay) uma sequéncia de nimeros reais dada por

1
an:10—27

Temos ag =9 e usando (2.2.3) dg = ag =9 > 0. Adicionalmente



CAPITULO 2. ALGEBRA 23

1 1 1
an—an-s-l:(w—?l):—w

logo a, < an41 e (a,) € estritamente crescente. Pela equagao ([2.2.5)) segue que,
n

dnt1 —dp = T on+t

Isto ¢, a sequéncia (d,) ¢ estritamente decrescente. Porém, como o ntimero 5% tende a zero rdpidamente quando

n cresce, pode ser verificado que d,, > 0 para todo n € NU{0}. Com isso nao existe um valor de n que satisfaca a

desigualdade ([2.2.4)).

Outras discussdes relacionadas a este problema encontram em [27] e [28].
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2.3 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica. IMO 2012 P2

2.3.1 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica

A ferramenta principal para resolver o problema desta segao é a desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica.

Proposigao: Seja {x1,zs,...,2,} uma lista de niimeros reais positivos com n > 2, entdo

n n
onde E Ti=T1+x2+...+x, € sz =21 -Tg- - Ty. A ligualdade acontece quando x1 = xo = -+ = x,,.
i=1 i=1

Demonstracao do Caso n = 2: Queremos provar que:

xr]+x
12 2> a1 @

Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado temos:

(z1 + 22)% > 4oy - 29

Desenvolvendo o quadrado e simplificando

x%+2x1-x2+x§24x1-x2
3 —2r -z + 23>0
(1'1—1'2)220

Mas o quadrado de um ntimero real é sempre nao negativo. A igualdade acontece quando 1 = 20

A demostracao para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [29] e [30].

2.3.2 IMO 2012 P2

Seja n > 3 um inteiro e sejam as, ag, ..., G, NUMeros reais positivos tais que asag - - - a, = 1. Prove que

(1+a2)?*(1+az)® - (1+a,)" >n" (2.3.1)
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A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina [20].
Solugao:
Para o primeiro fator na multiplicagdo da desigualdade ([2.3.1)) considere a lista {1,a2}. Como ambos nimeros sdo

positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

1
_ZQQ > V1 a9

Elevando ao quadrado os dois lados da desigualdade anterior temos

(1+az)? >2% ay (2.3.2)

A igualdade acontece quando as = 1.
Para o segundo fator na multiplicacao da desigualdade 1) considere a lista {%, %, ag}. Como os trés nameros

sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

i+lbas 2(0)+as _ /[0 1 1Y
= > ) (=) a3= ~) as
3 3 2) \2 2

Elevando ao cubo na desigualdade anterior temos

(14 a5)" = (2(3) +a)* > 8" (;) (233)

A igualdade acontece quando a3z = %
Em geral, para o termo k-ésimo (2 < k < n) do lado esquerdo na desigualdade (2.3.1)) considere a lista com k — 1

ndmeros iguais a ﬁ e ag, isto é,

(k—1) nidmeros

Como todos os ntumeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

(k=1 (5) tan (k=1
e [

Elevando a poténcia k-ésima nos dois lados da desigualdade anterior temos

1\ D
(14 a)® >k~ <k_1> “ag (2.3.4)

A igualdade acontece quando aj = ﬁ

Como k varia de 2 até n multiplicando os termos da desigualdade anterior temos
n

H(l + ak)k > ﬁ k,k: . L (k—1) 0
Bl k—1

k=2

Note que parte do lado direito da desigualdade anterior é um produto telescopico onde todos os termos se cancelam,
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exceto um

logo
H(l—i—ak)k >n"-ag-as---ap
k=2

Usando a hipo6tese no enunciado do problema asas - - - a, = 1 podemos escrever
n

H(l + ak)k >n"

k=2
Para que aconteca a igualdade devemos ter que ag = ﬁ VEeN,2<k<n,masn>3e

1 1 1
Z.Z... 1
2 3 n—l#

(1,2.(13...(1":1.

Isto é, a igualdade nunca acontece, provando que a desigualdade é estrita
n

H(l +ap)k > n"

k=2

Uma outra solugao para este problema pode ser encontrada em [31].

26
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2.4 Divisibilidade e Sistema de Equagoes com Inteiros. IMO 2011 P1

Para qualquer conjunto A = {a1,as2,a3,a4} de quatro inteiros positivos distintos, a soma a; + as + a3z + a4 €
denotada por s4. Seja na o nimero de pares de indices (4,7), com 1 < ¢ < j < 4, para os quais a; + a; divide

s4. Encontre todos os conjuntos A de quatro inteiros positivos distintos para os quais n4 alcanga o seu valor

maximo.

A TMO 2011 foi realizada na cidade de Amsterda, Holanda [20].

Solucgao:

Primeiramente suponha que os elementos do conjunto A sao inteiros. Note que a; + a; divide s4 = a; +a; +ar +
se, e somente se, a; + a; divide ay + a; = s4 — (a; + a;). Em outras palavras, a soma de dois termos, a; + a;, do
conjunto A divide a soma dos quatro termos do mesmo conjunto se, e somente se, a soma dos termos, a; + a;, divide
a soma dos outros dois termos, ar + a;.

Segundo, como os quatro inteiros sao positivos e distintos podemos assumir, sem perda de generalidade, que

0<a; <as <ag<ay (2.4.1)

Somando a1, as, az e a4 na desigualdade anterior encontramos respectivamente:

a1 <201 <apt+as<a;t+az<a;+ay (2.4.2)
as < a; +ag <2a0 < as+az <as+ay (2.4.3)
az < a1 +az < as+az <2a3 <az+ay (2.4.4)
ag < a1+ ag <ag+ag <az+ag < 2ay (2.4.5)

Juntando parte das desigualdades (2.4.2) e (2.4.5) encontramos

ar+ax<ayptaz<a;tag <az+ag <as—+ag (246)

E juntando parte das desigualdades (2.4.2)), (2.4.4) e (2.4.3)) encontramos

a1 +as <ap+az <as+az <as+ag <as+ay (2.4.7)

As duas desigualdades anteriores ((2.4.6)) e (2.4.7)) ordenam parcialmente as somas de dois elementos do conjunto

A. As duas malores somas sao a3 + a4 € as + a4 nessa ordem e as duas menores somas sao a; + as € a; + a3 nessa
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ordem. Nada pode ser afirmado a priori (maior, menor ou igual) sobre as somas a; + a4 € ag + agz.

Terceiro, o conjunto de pares de indices (4,7), com 1 < i < j <4, ¢ {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. Com
isto, os valores possiveis para n4 variam de 0 até 6.

Quarto, fazendo ¢ = 3 e j = 4 temos que asg + a4 nao divide a1 + as pois a1 +az < az +ay e fazendoi =2e j =4
temos que as + a4 nao divide a; + a3 pois a; + az < az + a4 logo az + a4 € az + a4 nao dividem s4 e ny < 4.
Quinto, nos casos em que a; + a4 < as + az € a; + aqg > as + az temos que ny < 3, pois a maior destas somas nao
divide a menor. A tnica chance para n4 = 4 é que a1 + a4 = as + ag pois neste caso aj + aq divide as + a3 e as +as
divide a; + a4.

Sexto, suponha entao que ny = 4. Isto é, a; + as divide ag + a4, a1 + az divide as + a4 € a1 + a4 = as + as.
Como ay + as divide az + a4 deve existir um inteiro positivo m tal que

as + ag = m(a; + az)

Adicionalmente, como a; + ag divide as + a4 deve existir um inteiro positivo n tal que

as + ag = n(ay + a3)

Segue das desigualdades e do fato dos elementos do conjunto A serem inteiros positivos distintos que m >
n > 2.
Resumindo, devemos resolver o sistema de equacoes a seguir:
a; + a4 = ag + as
m(a1 +az) = az + as (2.4.8)

n(a1 —+ a3) = a2 —+ aq

Somando a primeira e terceira equagao do sistema temos

n(a; + a3z) = —ay + 2a2 + a3

No caso em que n > 3 vale que n(a; + ag) > 3as > 2as + a3 > —a;1 + 2a2 + ag, uma contradigdo com a equagao
anterior, logo n = 2 e rescrevemos ([2.4.8]) como:
a1+ aqg = ag + as
m(ay + az) = az + a4 (2.4.9)
2(a1 +a3) =az+ay
em > 2.

No proximo passo eliminamos a4 somando a primeira e segunda e a primeira e terceira equacaos anteriores:
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(14+m)a; = (1 —m)az + 2a3

(2.4.10)
3a1 + asz = 2as
A seguir eliminamos a3 somando a primeira equacao e duas vezes a segunda equagao:
(7T+m)ay = (5 —m)az (2.4.11)

O lado esquerdo da equagao anterior é um inteiro positivo, assim como as, segue m < 5. Como ja tinhamos que

m > 2 e m ¢é inteiro positivo somente restam duas possibilidades: m = 3 ou m = 4.

e Caso m = 3. Voltando em ([2.4.11]) temos as = 5a;, colocando esse resultado na segunda equacao de ([2.4.10))
se encontra que a3 = 7a; e finalmente substituindo as duas equagdes anteriores na primeira equagao de (2.4.9)

chegamos a a4 = 11a;. Chamando a; = d concluimos que A = {d, 5d, 7d, 11d}.

e Caso m = 4. Voltando em (2.4.11) temos as = 11a;, colocando esse resultado na segunda equacao de ([2.4.10))
se encontra que az = 19a; e finalmente substituindo as duas equagOes anteriores na primeira equacao de

(2.4.9) chegamos a ag = 29a;. Chamando a1 = d concluimos que A = {d, 11d, 19d, 29d}.

Em resumo, n4 alcanga o seu valor maximo, ng = 4, quando A = {d,5d,7d,11d} ou A = {d,11d,19d,29d} para

d€Zed>1. Esta solu¢do é uma versao ampliada de [32].
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2.5 Subsequéncias de uma Progressao Aritmética. IMO 2009 P3

2.5.1 Subsequéncias de uma Progressao Aritmética (PA)

Antes de apresentar o problema vejamos um exemplo para esclarecer a notagao.

e Considere a sequéncia (s,) = (s1, $2, 83, - - ) dada pela formula s,, = 1 + 2n. Isto &,
(sn) = (3,5,7,9,11,13,15,17,---). A sequéncia (s,) é uma PA de razdo d =2 (d,, = Sp41 — Sn = 2 = cte) e

valor inicial 3 (s; = 3).

e Vamos construir agora uma nova sequéncia pegando somente alguns termos da sequéncia anterior, em outra
palavras, uma subsequéncia. Seja (ss,) = (Ss;;Ssq, S5, +) = (83,85,87,-+-) = (7,11,15,---). A sequéncia

(5s,) ¢ uma PA de razao D =4 (D,, = s,,,, — 55, = 4 = cte) e valor inicial 7 (55, = 7).

e Adicionalmente, seja outra subsequéncia (ss,+1) = (Ss;+1, Ssot1s Ssat1s° ) = (S4, 86, S8, -+ ) = (9,13,17,---).

A sequéncia (sg,4+1) € uma PA de razdo £ =4 (E, = s5,,,+1 — Ss,4+1 = 4 = cte) e valor inicial 9 (55,41 =9).

e Podemos ainda construir uma terceira subsequéncia formada pela diferenga das duas subsequéncias anteriores.
Seja (ds,) = (Ss,+1 = 8s,) = (Ss141 = Ssy Ssutl — Ssps Ssat1 — sy, +) = (54— 83,86 — S5,88 — 87,7 ++) =

(272727”')'

Vimos um exemplo em que a sequéncia de partida é uma PA, as duas primeiras subsequéncias definidas também

sdo PAs e a ultima subsequéncia é constante. Esse resultado pode ser generalizado na proposicao a seguir.

Proposigao: Se (s,) = (s1,52,83,--+) & uma progressdo aritmética dada pela férmula s, = A + (n — 1)d,
onde s, A (valor inicial) e d (razdo) s@o ntmeros reais e n ¢ um namero natural, entdo as subsequéncias (ss, ) =

(SsysSs0sSs5y--) € (Ss,41) = (Ssy+1, Ssa+1s Ss3+1, ---) também sdo progressdes aritméticas.

Demonstragao: Podemos encontrar uma formula para s, trocando n em s, = A+(n—1)d por s, = A+(n—1)d.
Isto é,

$s, =A+ A+ (n—1)d-1)d

ss, = A+ (A—1)d+ (n—1)d?

n
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ss, =B+ (n—1)D

n

Logo, a subsequéncia (ss, ) é uma Progressio Aritmética de valor inicial B = A+ (A — 1)d e razao D = d°.
Agora vamos encontrar uma formula para ss, 1 trocando n em s, = A+ (n—1)d por s, +1=A+ (n—1)d+ 1.

Isto é,

Se1=A+(A+(n—1)d+1-1)d
Sertr = A(d+1) + (n - 1)d?
Ssp+1 = C + (TL — 1)E

Logo, a subsequéncia (s, +1) ¢ uma Progressao Aritmética de valor inicial C = A (d + 1) e razdao E = d*0

O problema a seguir é um caso particular da reciproca da proposigao anterior.

2.5.2 IMO 2009 P3

Seja s1, 52, S3, ... uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos tal que as subsequéncias s, , Ss,, Ssg; ---

€ Sgy41; Ssy+1,Ssa+1; --- SA0 ambas progressoes aritméticas. Demonstre que a sequéncia s1, S2, S3, ... também é uma

progressao aritmética.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Bremen, Alemanha [20]. O problema acima foi proposto pela delegagao dos
Estados Unidos [33].

Solugao:

Como s1, 82, 83, ... ¢ uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos vale que 0 < s1 < 85 < 83 < ....
Temos também que S, , Ssy, Ssqy - € Ssy41, Ssat+15Ssg+1,--- S0 ambas progressoes aritméticas, logo existem inteiros

B, C, D e E tais que

ss, =B+ (n—1)D (2.5.1)
ss,41=C+(n—1FE (2.5.2)

Note que para todo n natural vale que
Ssp < Sspt1 S Sspi (2.5.3)

pois $p < Spt1 € Sp + 1 < $p41. Substituindo (2.5.1) e (2.5.2) em (2.5.3)) encontramos
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B+(n-1)D<C+(n—-1)E<B+nD (2.5.4)

Subtraindo B + (n — 1)D na desigualdade anterior chegamos a

0<C-B+(n—1)(E-D)<D (2.5.5)

A desigualdade deve valer para todo n natural. No caso em que E < D existirdA um valor de n a partir do
qual a primeira parte da desigualdade nao sera verdadeira, no caso E > D existird um valor de n a partir do qual
a segunda parte nao serd verdadeira. Com isto concluimos que E = D, isto ¢, a razao nas duas subsequéncias (PA)
deve ser a mesma.
Logo, a desigualdade pode ser reescrita como

0<C—-B<D (2.5.6)

e a igualdade (2.5.2) como
Ss,41=C+ (n—1)D (2.5.7)

Seja d,, = Sp+1 — Sn. Usando (2.5.7)) e (2.5.1) temos que

ds, = Ss,41 — 85, =C — B (2.5.8)

Para demonstrar que a sequéncia s1, s3, s3, ... € uma progressao aritmética devemos provar que d,, nao depende de
n. Isto é, d, = d, Yn € N.

A razao das subsequéncias pode ser escrita como

n

D = Ssn+1 — Ss

Alternativamente podemos escrever a razao D como uma soma telescoOpica

D=d,, +ds, 41+ +ds, ;11
D = (Sg,41 — Ss,) + (Ssp42 = Ssp41) +++ + (Sspsy — Ssnia—1)

Como a sequéncia (s, ) é de inteiros positivos e estritamente crescente teremos que d,, > 1 é um inteiro e d,, < D
para todo n € N. Isto é, a sequéncia de inteiros positivos (d,) é limitada inferiormente e superiormente.

Logo existem m e M tais que m = min {d,} e M = maz {d,,}.

Primeiro, considere a soma de m termos da sequéncia (d,,), todos menores ou iguais a M:

ds, +ds, 41+ +ds,4m-1 <mM (2.5.9)
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(85,41 = 8s,) + (85,42 = Ss,+1) T + (Ssp4m — Ss4m—1) = Ss,tm — Ss, < MM

Agora escolha n de tal forma que d,, = m. Isto é, m = s, 41 — s, para algum n, segue que

Ssptm — Ssp = Ssptspii—sn — Ssn = Sspi1 — Ss, = D <mM (2.5.10)

A igualdade em D < mM vale se, e somente se, todas as parcelas em (2.5.9)) sdo iguais a M.
Segundo, considere a soma de M termos da sequéncia (d,,), todos maiores ou iguais a m:

ds, +ds,+1+ - +ds, +r—1 > mM (2.5.11)
(Ssn+1 = 85,) + (Ssut2 = Ss,t1) + o0+ (Sspd M — Ssp4M—1) = S, — S5, = mM

Agora escolha n de tal forma que d, = M. Isto é, M = s,+1 — s, para algum n, segue que

Ssp+M — Ss, = Ss,tsnp1—sn — Ss, = Ss,iq — Ss, =D =mM (2.5.12)

A igualdade em D > mM vale se, e somente se, todas as parcelas em ([2.5.11)) sdo iguais a m.
As desigualdades em ([2.5.10)) e (2.5.12)) implicam que D = mM e que

Sed, =m, entaods, =ds, 41 =" =ds, 4+m-1=M
Sed, =M, entaods, =ds, +1 = =ds,4+pm—1=m

Resumindo,

Sed, =m, entaods, =M
Sed, = M, entaods, =m

Mas a equagao (2.5.8) diz que ds, = C — B = cte (nao depende de n). Isto é, M = m, o minimo e o maximo do
conjunto {d, = $p4+1 — Sn} € 0 mesmo. Em outras palavras, a sequéncia (s,) é uma progressao aritmética, como

queriamos provar.
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2.6 Maximo e Minimo numa Subsequéncia. IMO 2007 P1

Sejam dados os nameros reais aj, as, ..., a,. Para cada i (1 < i < n) defina

d; = max {a; : 1<j<i} —min{a; : i<j<n} (2.6.1)
e seja
d=mazr{d;:1<i<n} (2.6.2)
(a) Prove que, para quaisquer ntimeros reais 1 < 2 < -« < xp,

max{|z; —a;|: 1 <i<n} >

N Q.

(2.6.3)

(b) Mostre que existem nameros reais 1 < 22 < - - - < x,, tais que vale a igualdade em (2.6.3).

A IMO 2007 foi realizada na cidade de Hanoi, Vietnam [20]. O problema acima foi proposto pela delegagdo da Nova
Zelandia [34].

2.6.1 Exemplo

Antes de apresentar a solugao geral podemos esclarecer a notagao estudando um exemplo.

Sejam n =5 e (a1, as,a3,a4,as) = (3,7,4,2,9).Verifique usando (2.6.1)) e (2.6.2) que

dy = mazx {a1} — min{a1,a2,a3,a4,05} =3—-2=1
dy = mazx {a1, a2} — min{as,as,a4,a5t =7—-2=5
ds = max {ay1,a2,a3} — min{asz,as,a5} =7—2=5
dy = mazx {ay1,as,a3,a4} —minf{ag, a5} =7—-2=5
ds = max {a1,as,as,a4,a5} —min{as} =9—-9=0

d = max {dl,d27d3,d4,d5} = 5
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Sejam (x1,x9, x3, x4, x5) = (1,2,3,4,5). Temos que vale a desigualdade no item (a) do problema:
. 5
max {|x; —a;|: 1 <i<n}=maxr{2,5,1,2,4} =5 > 3
Sejam (z1, X2, T3, X4, T5) = (%, %, %, %79). Temos que vale a igualdade do item (b) do problema:

5 )
max{|mi—ai|:1<i<n}:max{ ,2,0}:2

N | Ot
DN | =

) )

DO =

2.6.2 Solugao Geral

Considere conhecidos os subindices 1 < p < ¢ < r < n tais que d = d; e, olhando para (2.6.1]) e , €SCTevemos

a, = maz{a; : 1<j<q}
a, = min{a; : ¢<j<n}
d=ap—a,

Isto é, asequéncia ay, - ,ap, -+ ,Gq, "+ ,Qp," " , Gy € transformada em duas: ai, -+ ,ap, - ,aq€aq," * ,Ap, ", Cp.
O subindice ¢ representa a posigdo de um dos maximos da sequéncia (d;)t. O subindice p representa a posigao de
um dos méximos da sequéncia (a;)] e o subindice 7 representa a posi¢do de um dos minimos da sequéncia (aj)g.
Os subindices podem néo ser tinicos. No exemplo visto o valor de ¢ podia ser tomado como 2, 3 ou 4.

Precisamos estudar o conjunto D = {|z; —a;| : 1 <i <n}. Como estamos supondo conhecidos p, ¢ e r podemos

focar em somente dois elementos do conjunto anterior: |z, — a,| e |z, — a,|. Note que
(ap —xp) + (xr —ar) = (ap —ar) + (@r —2p) 2 ap —ar =d

Para escrever a desigualdade anterior usamos que z, —x, > 0, pois r > p e a sequéncia (z;) é ndo decrescente. Logo

(ap — xp) + (xp —ar) > d.

Segue que ou (ap — xp) >  ou (z, —a,) > % e

maz {a, — Tp, Ty — ar} >

|

Usando o moédulo dos dois elementos vale que

N Q.

maz{| ap — xp |, | 2 — ar |} > maz {ap — Tp, zr —ap} >
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O que equivale a

N

maz {| 2, — ay |.| 2, —a, |} >

No préximo passo consideramos todos os elementos do conjunto D

maz {|z;—a;| - 1<i<n} > maz {| zp —ap |,| z, —a, |} >

N

Com isto concluimos a prova do item (a), isto &,

N

max {|x;—a;| 1 1<i<n} >

Para resolver o item (b) vamos definir as sequéncias (M;) e (m;) para todo 1 <i<mn

M; = maz{a; : 1<j<i}
m; =min{a; : i<j<n}

De (2.6.1)) verificamos que d; = M; — m; para todo 1 <4 < n. Adicionalmente, como o elemento a; aparece nos
dois conjuntos anteriores temos que

m; < a; < Ml (264)

para todo 1 < ¢ < n. Vamos mostrar que a sequéncia (z;) definida como

_ Mi+my

i = 2.6.5
7= = (2.6.5)

para todo 1 < i < n, satisfaz as condigoes do item (b) do problema.
Note primeiro que as sequéncias (M;) e (m;) sdo nao decrescentes

M; = mazx{a1, - ,a;} <max{ay, - ,a;,a;41} = M1
m; = min{a;, a1, an} <mim{ai41, - a0t =miq

com o que se conclue que a sequéncia (z;), dada por (2.6.5), também ¢é nao decrescente, como requerido pelo
problema.
Segundo, multiplicando ([2.6.4) por —1 temos

—M; < —a; < —my

Somando x; na desigualdade anterior

x —M; <wp—a; <mp—my

Usando (2.6.5)) nos extremos da desigualdade encontramos
M; i M; i
%—Miéwi—aiﬁ#—mi
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—Mi+mi<x_7 <Mi_mi

Lembrando que d; = M; — m; escrevemos

Segue que para todo 1 <i<n

| &

z; —a; |<

Com isto

di .
mazx {|z;—a;| : 1<i<n} < max {2 : 1<z<n}

max {|x;—a;| 1 1<i<n} <

N Q.

Esta dltima desigualdade, em conjunto com o provado no item (a), mostra que

max {|x;—a;| 1 1<i<n} = 3

Um outro método de construcdo da sequéncia (z;) para satisfazer a tltima igualdade é discutido em [34].

37
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2.7 Fungao Parte Inteira e Fracionaria. SL da IMO 2006 P1

2.7.1 Funcao Parte Inteira e Fracionaria.

A funcao parte inteira, denotada por |z], converte um ntmero real x no maior nimero inteiro menor ou igual a
x, enquanto a funcao parte fracionaria, denotada por < x >, converte um ntmero real x em outro ntimero real,
x — |z, maior ou igual a zero e menor que um.

Isto é, |z] : R — Z tal que

|z] =max{m € Z | m < z}

e <z >R —[0,1) tal que

<z >=uz-— |z

A figura (2.1)) ilustra as fungoes parte inteira e parte fracionaria.
Exemplos: |—3,3| = —4; |-2] =-2; [-0,1] =-1; 0,1 =0; |3,3] =3; |7] =T;

Figura 2.1: A fungdo parte inteira, denotada por |z, converte um nimero real £ no maior nimero inteiro menor ou
igual a x, enquanto a funcao parte fracionaria, denotada por < x >, converte um nimero real x em outro nimero
real, © — |z, maior ou igual a zero e menor que um.

<-3,3>=0,7;<-2>=0;<-0,1>=0,9,<0,1>=0,1; < 3,3>=0,3; <7 >=0.
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2.7.2 SL da IMO 2006 P1

A sequéncia de nameros reais ag, ay, as, ... esta definida pela férmula

Ajp1 = LCL,J <a; > (271)

para i > 0; ag é um ntimero real arbitrario, |a; | denota o maior inteiro que néo é maior que a;, e < a; >= a;— |a;].

Prove que a; = a; 2 para i suficientemente grande.

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Ljubljana, Slovenia [20]. O problema acima foi proposto pela delegagio da
Estonia [35].
Solugao:

A sequéncia em anélise foi definida de forma recursiva. Vamos separar seu estudo em trés casos.

e No caso em que 0 < gy < 1 teremos que a; = 0 e o resto dos termos da sequéncia serao zeros. Isto é, vale que

a; = ajy2 =0 para ¢ > 1.

e Considere o caso em que ag > 1, teremos que a; > 0 Vi € N, pois

0<<z><1equando z > 0 vale que || > 0.

Adicionalmente, a;+1 < |a;] < a;, multiplicar um ntamero positivo por outro, maior ou igual a zero e menor que
1, produz um ntmero menor que o de partida. Também usamos a definicao da fungao parte inteira na tultima
desigualdade.

Logo, para todo i temos que a;+1 < a; o que significa que a sequéncia de termos positivos é estritamente decrescente.
Assim, para algum valor de i teremos que 0 < a; < 1 e os proximos termos serdao todos zero. Novamente, vale que

a; = a;4+2 = 0 para ¢ suficientemente grande.

e Agora estudaremos o caso mais desafiador, suponha que ap < 0. Como 0 <<z > < 1 e quando = < 0 vale
que |z] < 0 teremos que a; < 0, ¢ € N. Se para algum ¢ acontecer que a; = 0, entdo o resto dos termos da

sequéncia serdo zero, como visto anteriormente. Com isto, considere que a; < 0, Vi € N. Segue que

la;] < -1 (2.7.2)
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para todo i. Temos ainda que

Qi1 > LalJ (273)

pois multiplicar um ntmero negativo por outro, maior ou igual a zero e menor que 1, produz um ntmero

maior ao de partida. Adicionalmente, da definicao da fungao parte inteira vale que

1+ |z] >z

1+ Lai+1J > Q41 (274)

De (2.7.3) e (2.7.4) segue
1+ Lai+1J > L(IZJ

lai+1] > [a;]

Logo, a sequéncia (|a;]) é ndo decrescente. Este ultimo fato em conjunto com ([2.7.2)) indica que deve existir

um valor ig a partir do qual |a;] é constante, digamos

LaiJ = C, ) Z io (275)

com ¢ < —1 um inteiro. Voltando em (2.7.1)), para i > ig temos

a1 =c¢ < a; >

a1 =c-(a; —c) = ca; — %, i > (2.7.6)

Encontramos uma equagéo de recorréncia para a sequéncia (a;) quando ap < 0 ¢ i > 4p. A vantagem de
(2.7.6)) em comparacao com (2.7.1)) ¢ que ndo aparecem mais as fungdes parte inteira e parte fracionaria e é

uma recorréncia linear (porém, ndo homogénea). Para resolver (2.7.6) primeiro troque i por ¢ + 1

Aiy2 = CQj41 — 02, ) > io (277)

Subtraindo (2.7.6)) de (2.7.7)) eliminamos o termo ndo homogéneo

(ai+2 - ai+1) = C-(CLZ’_H - ai), ) > io (278)
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Defina a sequéncia (b;) como

bi = (aH_l — ai), 1 Z ’io (279)

Segue que (2.7.8) é reescrita como

bit1=cb;, i >

que é uma progressao geométrica de razao c e valor inicial b;, cuja solugao é

by = b, i > g (2.7.10)

10

Note agora que (2.7.5)) implica que para i > iy vale que a; € [¢,c+ 1). Logo, do resultado anterior e de (2.7.9)
a sequéncia (b;) é limitada. Uma progressao geométrica somente é limitada quando o modulo da sua razao é
menor ou igual a 1 ou seu termo inicial é zero. Isto é, temos duas possibilidades: i) | ¢ |< 1, como ¢ < —1 é

um inteiro temos ¢ = —1 e ii) b;; = 0.
i) Colocando ¢ = —1 em segue
bi = (—=1)"""b;,, i > g (2.7.11)
Subtituindo o resultado anterior em (2.7.9) temos
aiv1 = a; + (—=1)0b;, i > g (2.7.12)
Trocando ¢ por ¢ + 1 na equagao anterior

Qito = a1 — (—1)7%b; i > g (2.7.13)

Subtituindo a;11 de (2.7.12)) em (2.7.13) chegamos a a;+2 = a;, Vi > ip, como queriamos provar.

ii) Colocando b;, = 0 em (2.7.10) encontramos que b; = 0, i > 4. Voltando com este resultado em ((2.7.9)
temos a;11 = a; = a;,, © > 9. Logo, a equagao (2.7.6) se transforma em
a;

o 2
o = CQjy — C
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onde encontramos que

C2

==, Vi > ip, como queriamos provar.

Isto é, aj42 = a; = a;, =

Veja exemplos de sequéncias que obedecem (2.7.1) para diferentes valores iniciais

(5,7;3,5;1,5;0,5;0;0;- - - )

42
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2.8 Desigualdade de Bernoulli e Série Harmoénica. SL da IMO 2001 P2

2.8.1 Desigualdade de Bernoulli e Série Harmonica

Desigualdade de Bernoulli: Vale que:

1+z)">1+nz, =>-1lenecNU{0} (2.8.1)

Demonstragao: Este resultado pode ser provado por inducdo em n. Para n = 0 temos

l=1+4+2)">1+4+0-2=1

Por hipétese de indugao suponha o resultado valido para algum n

1+2)">14nx

Como z > —1temosque 1 +z >0e

I+z)-14+2)">0+z) (14 nz)
A4z)" ™ >1+n+1)-z2+n?>1+(n+1) 2

pois nz? > 0. Segue que (2.8.1)) vale para n + 1 e pelo principio de indugio finita vale para todo nO

Se conhece por “Série Harmoénica” a soma de um numero infinito de termos da forma %:
o0

Zl—1+1+1+
n o 2 3

n=1

L
n - 52737 ,TL7

pode ser construida outra sequéncia infinita chamada “sequéncia das somas parciais da Série Harmonica”

1 1 1 1 1 1
=114+ 144+, I+ =+ 4=
(Sn) ( +2 +2+3 +2+3+ +n >

Partindo da sequéncia infinita

Isto &
11 1 (1
Sp=14+ =44t = z
to gt Z <Z>
Vamos estudar uma subsequéncia infinita, (S2n), da sequéncia (S,,):

(S2n) = (81,52, 54, 58, 516, -+, Son, -+ +)

Note que
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44
1
1 1
So=1+->1+1-~
2 +2_ + 2
S—14—1—1-14—1>1+1+1-i-1—1+21
S S B A 2
S—1+1+1+1+1+1+1+1>1+1+1+1+1+1+1+1—1+31
T T R A T T R T A R
O que permite conjeturar que
1

Para concluir a prova por indugao em n veja que

S = Son + 1 + ! + + 1 > Son + 1 + ! + + !
2ntl = D2 on 41 ' 9n49 on+1 = 2n on+1 on+1 on+1
2" 1
S2n+l Z 52n + W = SQn + 5

Tomando como hipoteses de indugao que (2.8.2) vale para algum n temos que

Sont1 > 14 1+1—1+(+1)1
on+1 = 7’},2 2_ n 2

Isto ¢, (2.8.2)) vale para n + 1 e pelo principio de indug¢do finita vale para todo n € N.

Como a sequéncia (n) cresce ilimitadamente quando n cresce, a subsequéncia (S9n) e a sequéncia (S,) também

crescem ilimitadamente quando n cresce.

2.8.2 SL da IMO 2001 Problema A2

Seja ag, ay, as, ... uma sequéncia infinita e arbitraria de nimeros positivos. Mostre que a desigualdade

L+ an > an_1 V2 (2.8.3)

é valida para um namero infinito de inteiros positivos n.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [20]. O problema acima foi proposto pela
delegagdo da Polonia [38].

Solugao:

Usaremos a desigualdade de Bernoulli

(1+2)">14+nz z€(-1,+00), n€N
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para subtituir V2 = 2. Faca x = % na desigualdade anterior

1 n
(147) =
n

(1 + ;) > 2 (2.8.4)

Segue que

Como a,, > 0 para todo n teremos

1 n
an—1 (1 + ’I’L) > Qp—1 \/5 (285)

Logo, para provar (2.8.3]), basta mostrar que
1
1+a, >ap, 1 <1 + ) (2.8.6)
n

é valida para um namero infinito de inteiros positivos n. Pois nesse caso

1
1+a, >ap1 (l—i— )zanl(”/i

n
e por transitividade

1+an>an,1{1/§

A demonstracédo sera feita por contradigdo. Suponha o contrario de (2.8.6)). Isto é, existe N € N tal que se n > N
vale que

1
1+a, <an_1 (1 + ) (2.8.7)
n

Em outras palavras, o nimero de termos da sequéncia (a,) que satisfaz (2.8.6)) ¢ finito.

Dividindo os dois lados de (2.8.7) por n + 1 teremos
1 an (1+4)

— < Gy n 2.8.8
n+1+n+1_a Yt ( )
Mas
1
(1+3) 1
n+1 n
Segue que
1 Qn, An—1
< 2.8.9
n+1 + n+1~ n ( )
Somando as desigualdades anteriores quando n muda de N até m € N, com m > N, teremos
m 1 m an m a1
< 2.8.10
> (o) 2 () = 2 (%) 2510
n=N n=N n=N

Escrevendo explicitamente os dois tltimos somatorios ficaré claro que existem muitos termos idénticos que podemos

simplificar
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[ a, an an+1 Am-1 = Gm
= 2.8.11
7;\[(71—&—1) <N+1+N+2 * m +m—|—1> ( )
SN fan-1\ _ [an-1  an an+1 Am-—1
ZN(n)(N TNF 1 TN 2T m>

Gm o ON_1 (2.8.12)

- 1
<
> (1)t <

Y ( ! ) (2.8.13)

Qm aN-—1
< _
m+1- N n;v n+1

Segue que

O somatoério que resta na desigualdade anterior lembra a série harménica que sabemos que cresce ilimitadamente.

Consequentemente, deve existir um valor de m a partir do qual "‘:ﬁ < 0. E esta é a contradicao, pois a,, > 0 e

m > 0.
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2.9 Recorréncia de Segunda Ordem. SL da IMO 1984 P6

Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,) se define como: f; =1, fo =¢, e

fnJrl = 2fn - fnfl +2 (n > 2) (2.9.1)

Mostre que para cada k € N existe r € N tal que fx frr1 = fr-

A IMO 1984 foi realizada na cidade de Praga, antiga Tchecoslovaquia, atualmente Reptuiblica Checa [3]. O problema

acima foi proposto pela delegacao do Canada [20].

Solucgao:

A relacdo de recorréncia pode ser reescrita como
fovi = fo=fo—fo-1+2 (n=2) (2.9.2)
Vamos escrever agora a recorréncia para diferentes valores de n para por em evidéncia uma soma telescopica:
(fs—fa)=(f2— f1) +2

(fa—f3) = (fs — f2) +2

(fs = fa) = (fa— f3) +2

(fnJrl - fn) = (fn - fnfl) +2

Somando todas as equagoes anteriores encontramos
fori=fa=fo—fi+2-(n—1) (2.9.3)

Escrevendo de forma explicita a equagao (2.9.3)) para diferentes valores de n fica em evidéncia outra soma telescopica

fs—fa=(c=1)+2-1
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fa—fs=(c—-1)+2-2

fs—fi=(c—-1)+2-3

fn—fn—1=(c—1)+2-(n—2)

Somando todas as equagoes anteriores encontramos
o= = (=D(=1)+2- 142+ +(n-2)

fn=c+mn—=2)(c=1)4+(n—-1)(n—2)
fo=n*+(c—4n+(4—c)

Chamando b = ¢ — 4 temos uma formula explicita para a sequéncia (fy,):
fo=n*>+bn—b (2.9.4)
Trocando n por k e k+ 1 em €sCrevemos:
fufesr = (K> + bk —b) (k+1)>+b(k+1) —b)

fefrerr =k 420+ DE + (0 + b+ 1)k* — (b +b)k — b (2.9.5)

Queremos encontrar um valor de r natural tal que fifx+1 = fr. Como fj fr+1 € um polinémio de grau 4 em k por

e fr € um polinémio de grau 2 em r por devemos fazer r um polindémio de grau 2 em k. Seja
r=Fk>+pk+q (2.9.6)
onde p e g sao inteiros a serem determinados. De e segue que
fr= Fersppig = (B +pk+9)" +0 (K +pk+q) —b

fr=k* 4+ 2pk% + (p® + 2q + b) k> + p(2q + b)k + (¢* + bg — b) (2.9.7)
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Igualando os coeficientes respectivos de cada poténcia de k em ([2.9.5)) e (2.9.7) chegamos a um sistema de equagoes

com variaveis p e q:

p=b+1 (2.9.8)
PP+2¢=0"+1 (2.9.9)
p(2q+b) = —(b* +b) (2.9.10)
¢*+bg=0 (2.9.11)

Subtituindo p = b+ 1 de (2.9.8) em (2.9.9) encontramos ¢ = —b. O valor de g = 0, solugao de (2.9.11)), nao satisfaz
o sistema.

Logo, voltando em ([2.9.6)) o valor de r procurado é
r=k+((0b+1k-b (2.9.12)

ou usando que b=c—4

r=k+(c-3)k—c+4

Temos que r € o resultado da soma e produto de inteiros, logo r serd um ntmero inteiro. Como c e k sao inteiros
e no minimo 1 teremos que r é no minimo 2. Segue que r é um numero natural. De (2.9.4) a equagao (2.9.12)
também pode ser escrita como

r=fr+k

e a propriedade da sequéncia reescrita como

Tefr+1 = Frovk



CAPITULO 2. ALGEBRA 50

2.10 Desigualdade de Cauchy—Schwarz. IMO 1982 P3.

2.10.1 Desigualdade de Cauchy—Schwarz

Desigualdade de Cauchy—Schwarz: Dadas duas sequéncias de niimeros reais (a1, as, - - ,a,) e (by, ba, --
-, by,) entao

(af+a3+---+a) (BT +b5+ - +b2) > (arby + asby + - - - + apby)? (2.10.1)

e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 < i <n com A real.

Demonstragao: Considere a fungao real de variavel real

n

fl@) = (ax —b;)?

=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia podemos escrever

flz) = <Z a?) 22 -9 (Z aibi> x4+ (Z b?)
i=1 i=1 i=1

Isto é, f(z) é um polindomio de segundo grau em z. Como f(z) é uma soma de quadrados teremos f(x) > 0 e seu
discriminante negativo ou igual a zero.

Mas esta é a desigualdade de Cauchy-Schwarz escrita com o simbolo de somatoérios:

(22) (5] = (350)

A igualdade acontece quando o discriminante é zero, logo f(z) tem uma raiz dupla = A. Isso implica que

n

f@) = (aix—b)* =0

i=1
Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de numeros reais, seus quadrados sdo ndo negativos. A tnica possibilidade é

que a;A — b; = 0 para todo 1 <7 < n. Isto é, acontece a igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as
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sequéncias (ay) e (by) sdo proporcionais(]

2.10.2 IMO 1982 P3

Considere a sequéncia infinita (x,) de ntmeros reais e positivos com as propriedades a seguir: zyo = 1 e para todo
120, zi41 < x4

(a) Prove que para toda sequéncia desse tipo existe n > 1 tal que

2 2 2

S T S 3,999 (2.10.2)
X1 o Ip
(b) Encontre uma sequéncia para a qual
2 2 2
R R S (2.10.3)
T T9 In

para todo n.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria [20]. O problema acima foi proposto pela delegagao da
antiga Uniado Soviética [38].
Solugdo: (a) Inicialmente usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Considere as sequéncias de ntimeros reais

e positivos

(an)=<\f%\%x¢;>
(bn) = (VT1, /T2, /Tn)

Pela equagao (2.10.1)) temos

2 2 2
g ot Tao1
Z1 €2 Tn

)(m1+xz+---+wn) > (zo+ a1+ +ap1)’
Seja X1 =xz1+ -+ xp_1. Como zy = 1 segue que
x2  z? 2
<0 + 2y ”1> (X”_l + Tn) > (1 + Xn_1)2
1 To Tn

Adicionalmente, desenvolvendo o quadrado, simplicando e fatorando novamente verifica-se que (1+X,,_1)? > 4X,,_;.
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Logo

2 g3 . 4X,_ 4
<f”0+f”1 g 1> > 1 (2.10.4)
anl + e 1 + X‘n N

Das hipoteses do problema a sequéncia (x,,) é ndo crescente:

Ty 2Tg 20 2> Ty
Logo,
Xpi=21+ - F+xp1 > (n—1)z,
Segue que

Tn
anl

1
< 2.10.5
~n—1 ( )

Substituindo (2.10.5) em (2.10.4) encontramos

2 x? x2_ 4 4(n—1
<°+1+---+ 1)2 > ir=D
1+ &=

I T2 In X, 1 n

Como queremos encontrar um valor de n tal que ([2.10.2)) seja verdadeiro basta escolher

4n—1
Mzg’ggg
n

ou n > 4000.

(b) A sequéncia z, = (

1
2
fato, zpi1 = (1) < (3)" = zn.

Para mostra que vale (2.10.3) veja que

22 22 z2 1 /1)? 1\"?
O A el o (2] [ 2
T T2 T 2 2 2

) é uma solugao. Note que xg = (%)O =1 e (z,) é decrescente (logo ndo crescente). De
1

Sendo o lado direito da equagao anterior a soma de uma progressao geométrica de razao % segue que

1 1 2 1 n—2 1 n—2
2 1 — — — =4 — (=
aege(z) o G) )

Logo, vale para todo n que
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2.11 Recorréncia Nao Linear. SL da IMO 1981 P9

A sequéncia (a,) estd defininida pela relagdo de recorréncia a; = 1,

1+ dan + vIT 2ay,
ot VI ¥t (2.11.1)

ap41 = 16

Encontre uma férmula explicita para a,.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [20]. O problema acima foi proposto pela
delegacao da antiga Alemanha Ocidental [38].
Solugao:

Para eliminar a raiz quadrada suponha que exista uma sequéncia (b,) tal que

b2 =1+ 24a, (2.11.2)
Segue que
b2 —1
— 2.11.3
Subtituindo (2.11.3)) em ([2.11.1)) e simplicando encontramos
2 302
gbi+1:§+€'+‘bn‘

Usando que b2 =| b, |? segue

by |2 3 9 [by|  3\°
p2,, = oo by 4=+ S
n1 1 +2| |+4 (2 T3

Logo
[b,| 3
B +

| bnya |=|

[\

Como queremos encontrar uma férmula explicita para a,, suponhamos que b,, > 0 para todo n € N. Teremos

1 3
bpy1 = zbp + = 2114
+1= 5 B ( )

uma recorréncia linear e ndo homogénea para (b,). Quando a; = 1 usando (2.11.2)) encontramos b; = 5.
Como o coeficiente que acompanha b,, em (2.11.4) nao é 1, primeiro procuramos uma solugao da equagao homogénea
correspondente:

Cnt+1 = §Cn
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, ~ L. ~ ~ n—1
Como (¢;,) ¢ uma progressao geométrica de razao 3 uma solugao é ¢, = (3) .

Segundo, seja b, = ¢, - d, ou

1 n—1
b = (2) i

Subtituindo a equagao (2.11.5) em (2.11.4) e simplificando encontramos

Como by = 5 teremos d; = 5.

dpi1=d,+3-2""1 Yn>1

(2.11.5)

(2.11.6)

Isto &, a sequéncia (d,,) é linear e ndo homogénea como a sequéncia (b, ), porém agora o coeficiente que acompanha

d, é1.

Reescreva a equagao anterior para valores do subindice variando entre 1 e n — 1:

do=dy+3-1
d3=do+3-2
dy=ds+3 -2

dp=d,_1+3-2"2

Somando todas as equagOes anteriores (soma telescopica) encontramos

dp=di +3(1+242%+.--+2"7?)

Vn > 2

A soma entre parénteses na linha anterior é de uma progressdo geométrica de razao 2 logo

dy=5+3(2"""1-1) vn>1

Subtituindo o resultado anterior em (2.11.5)) e simplificando encontramos
b,=3+4-27" VYn>1

Subtituindo (2.11.8) em (2.11.3)) e simplificando chegamos a

(2.11.7)

(2.11.8)

1 3 1 1 1 1
=-|14—=—4—=——|==-(14 — 1+ — >1
n 3 ( + on + 22n1> 3 ( + 2n1) ( + 2n) vn >
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2.12 Série Harmonica Alternada. IMO 1979 P1.

2.12.1 IMO 1979 Problema 1

Dado que

) 1+1 1+ 1 N 1 p
2 3 4 1318 1319 ¢

onde p e ¢ sao ntmeros naturais primos entre si, prove que p é divisivel por 1979.

A IMO 1979 foi realizada na cidade de Londres, Reino Unido [20]. O problema acima foi proposto pela delegagao
da antiga Alemanha Ocidental [3§].

Solucgao:

Seja S = g a soma dada:

1 1 1 1 1
g+t Lo 92.12.1
5+3 + ( )

4 1318 + 1319

Note que podemos separar os termos com sinal positivo e negativo:

S = 1+1+1+ +i - 1+1+1+ +i
B 35 1319

Somando e subtraindo (% + i + % 4+ -+ ﬁ) encontramos
S = 1+1+1+1+ + ! + ! 2 1+1+1+ + !
N 2 3 4 1318~ 1319 2 46 1318
S = 1+1+1+1+ + ! + ! 1+1+1+ +1
B 2 3 4 1318 1319 2 3 659
S = L + ! + ! + 4t ! + !
~ \ 660 661 662 1318 = 1319
Note que a tltima soma tem 660 termos que vamos dividir em dois somatorios:
989 1319
1 1
S = - -
PIEE DI
i=660 i=990

Mas 1979 — 660 = 1319 e 1979 — 989 = 990. Isto permite escrever o segundo somatorio, em ordem inversa ao

primeiro, usando o nimero 1979.

089 . 989 1
T IR D
=660 | i=660 1979 —

989

1 1
S=2 <i+1979—i>

1=660
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i=660
Como 1979 é um nimero primo, 660 < ¢ < 989 e 990 < 1979 — ¢ < 1319 nenhum dos denominadores dentro do

somatoério divide o numerador. Logo, quando escrito na forma S = g os nimeros p e S devem ser divisiveis por

1979.

2.12.2 Generalizagao

Temos duas possibilidades para reproduzir o resultado do problema anterior: i) O ntumero de parcelas n em S é
impar e da forma 4¢ + 3 com p primo e da forma 6t + 5 e ii) O ntumero de parcelas n em S é par e da forma 4¢ com

p primo e da forma 6¢ + 1. Lembre que um ntimero primo quando dividido por 6 somente deixa resto 1 ou 5.

e i) Para n = 4t + 3 com ¢ > 0 inteiro seja

Sy = Spg=1—sq4r L, L 1
L N 4t+2 " 413

(2.12.2)

Separando os termos com o mesmo sinal

Suas= (14141441 L R
s 35 4t+3

Somando e subtraindo (% + % + % + o+ T}ﬂ) segue que

Ss= (14241441t LTI I
48 23 4t+3 23 2t + 1

S — L_FL_’_ +L
3T\ 2t r2 2t +3 4t+3

Temos 2t 4+ 2 parcelas que vamos separar em dois somatorios de t 4+ 1 parcelas cada

342 4143
21 A
Surs= >, T+ D 5
i=2t+2 i=3t+3
Queremos encontrar um primo p tal que
4643 3t+2
DEED
=303 imarpe P T

Logo
p—(2t42) =4t +3
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p—(3t+2)=3t+3

Isto é,

p=6t+5 (2.12.3)

3t+2 p
Sp = Sut43 = Z [ ]

i=2042 i(p—1)

Em 2027 (proximo ano primo da forma 6t + 5) o problema poderia ser formulado assim: Verifique que a soma

1 1
1-Z=

11 1 1
2 3 4

+- = 1350 + 1351 (2.12.4)

é divisivel por 2027.
Solugao:

Como p = 2027 temos por (2.12.3) que ¢t = 337. Logo ([2.12.4) coincide com ([2.12.2)) pois 1351 =4 - 337 + 3.

e ii) Para n = 4t com ¢t > 1 inteiro seja

1 1
— (2.12.5)

1
n = =1 — e —
S St 4+ +4t—1 m

+

1.1
273

Separando os termos com o mesmo sinal
Syt = 1+1+1+ + ! 1+1+1+ +1
e 35 4t —1 246 At

Somando e subtraindo (% + % + % 4+ i) segue que

4t
1 1 11 1
Spu=(1+5+5+- —|I+5+5+ -+

1
23 T 2 "3 2

Syt = ! + ! +- 4+ !
P\t +1 242 At
Temos 2t parcelas que vamos separar em dois somatorios de ¢ parcelas cada

3t 1 4t 1
S = Z ZJF Z 7

1=2t+41 i=3t+41

Queremos encontrar um primo p tal que
3t

S

—1
1=2t+41 p

S| =

4t
i=3t+1
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Logo
p—(2t+1) =4t
p—3t=3t+1
Isto é,
p=6t+1 (2.12.6)
e

S = Suy = i [ £ ]

i=2t+1 i(p—1)

Em 2029 (proximo ano primo da forma 6¢ + 1) o problema poderia ser formulado assim: Verifique que a soma

1 1 1 1 1
142 24 igp—— = 2.12.
2+3 4+ + 1351 1352 ( 7

é divisivel por 2029.
Solucao:

Como p = 2029 temos por (2.12.6)) que ¢t = 338. Logo (2.12.7)) coincide com ([2.12.5)) pois 1352 = 4 - 338.

Um ultimo comentario, pode ser provado usando a Série de Taylor da fungao logaritmo natural (conteido fora da

grade do Ensino Médio) que a soma de um ntimero infinito de termos da série harmonica alternada é In(2):

[ee] n—1
Z l(_lil =in(2)
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2.13 Variagao da Série Harmoénica. SL da IMO 1975 P5

Seja M o conjunto de todos os inteiros positivos que nao tem o digito 9 na base 10. Se z1, - - - , z, € uma sequéncia

de elementos arbitrarios e diferentes em M, prove que

> LR (2.13.1)

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [20]. O problema acima foi proposto pela delegacao da
Suécia [38].
Solugao:

Na secao “Desigualdade de Bernoulli e Série Harmonica” provamos que a soma

j=1

onde os j e m sao nimeros naturais cresce tanto quanto se queira. Basta tomar um valor de n suficientemente
grande.

O problema desta segao propoe um resultado aparentemente contraditério. A chave para resolver o conflito esta na
primeira frase. Nao sao todos os nimeros naturais que entram na soma. Temos que excluir aqueles com pelo menos
um digito nove.

Considere um numero de k digitos que pertence ao conjunto M. Quantos deles existem? Temos 8 escolhas para o
primeiro digito da esquerda e 9 escolhas para os outros k— 1 digitos. Pelo principio multiplicativo sao 8-9¥~ntimeros

Ok—l

de k digitos. Adicionalmente, um nimero de k digitos é maior ou igual que 1 e menor que 10*.

Podemos escrever o somatorio em (2.13.1)) como uma soma dupla:
Z Z Z 1
.CEJ X ) A\ Xy

j=1 i=1 |10i-1<z; <10/

Temos que % < —L; para todo 107! < z; < 10" logo

— 107 1
n k
1 1
>r<X| Y (5=)
J i=1 [10i-1<z; <10
Os x; que satisfazem 10°~! < z; < 107 sdo nimeros de i digitos que pertencem a M. O somatorio interior da direita

na desigualdade anterior pode ser escrito como
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; k i—1
1 8.9i-1 9
N — | = 8 N
> 2 <3 [ - [3]
Como o dltimo somatoério é a soma de uma série geométrica de razao % segue que
n k
1 9
> — <80 (1— (10) )
=1

Mas 0 < (f)—o)k < 1 para todo k € N, logo

"1
— <80

Seja P(k) a probabilidade de que um numero de k digitos pertenga ao conjunto M. Pelo principio multiplicativo

sao0 9 - 10F'naimeros de k digitos, dos quais 8 - 9*~'pertencem a M, logo
k—1
P(k) = 8. (9
9 \10

Note que quando k cresce a probabilidade de um niimero pertenecer a M decresce e tende a zero quando k tende a

infinito.



Capitulo 3

Teoria dos Niimeros (Aritmética)

3.1 Ordem p-adica nos racionais. IMO 2018 P5

e Seja p um namero primo. Vamos definir a ordem p-adica, v,(n), de um nimero natural n, como o expoente
da maior poténcia de p que divide n. Alternativamente, podemos escrever que n = p”c¢, com ¢ natural, onde

p nao divide c¢. Exemplos:

12(20) = 2 pois 22 [ 20 e 23420 ou 20 =22 -5
v5(20) = 1 pois 5 | 20 e 521 20 ou 20 = 5 - 4
v5(8) =0 pois 5° |8 e 51 8 ou 8 =5"-8

e Esta definicBo pode ser extendida para todos os nimeros inteiros nao nulos da seguinte forma v, : Z \

{0} » NU{0}

vp(n) = max{v € NU {0} : p* | n}

Alternativamente, podemos escrever que n = p“c, com c inteiro nao nulo, onde p nao divide ¢. Em especial, da
definicao para ntmeros inteiros segue que,
vp(n) 20 (3.1.1)

61
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Exemplo: v5(—20) = 2 pois 2% | (—20) e 23 { (—=20) ou (—20) = 22(-5).

e Adicionalmente, vamos extender a definigdo para os nameros racionais ndo nulos. Sejam a,c € Z \ {0} e

b,d € N definimos a ordem p-adica, v, (%), como v, : Q \ {0} — Z com

v, (%) = vy(a) — v,(b) (3.1.2)

Alternativamente, podemos escrever que § = p” 4, com § racional nao nulo, onde p nao divide c e p nao divide

d. Exemplo: 15(—20/24) = v5(—20) — v2(24) =2 -3 = —1. Isto &, 222 =271(2).

As proximas duas equacoes decorrem das propriedades das poténcias e serdo usadas na solugdo do problema desta

secao.

Proposigao: Sejam m,n € Q\ {0} vale que

vp(m - n) = vp(m) + vp(n) (3.1.3)
vp(m £ n) > min{v,(m), vp(n)} (3.1.4)

Na ultima equagdo se v,(m) # vp(n) entdo acontece a igualdade.

Demonstracao: Sejam a,b € Z e ¢,d € Q\ {0}, vp(m) = a e v,(n) = b, temos que m = p®c e n = p°d, onde
pteeptd.

Para a equagao (3.1.3), considere

m-n=p*Ped

segue que

vp(m-m) = a+b=v,(m) + v, (n)

pois p 1 cd.
Para provar (3.1.4) considere primeiro que v,(m) # v,p(n), o que é o mesmo que a # b e suponha, sem perda de
generalidade, que a < b. Logo

mEn=7p" (c:l:pbfad)

como ptce p|p® % temos que p{ (c + pb’ad). Isto é,
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vp(m £ n) = a = min{a, b} = min{v,(m),vp(n)}

Considere agora que a = b = h, segue que v,(m) = h e v,(n) = h, temos que m = p'c e n = pd, onde pfce p1d.
Logo
m+n=p"(ctd)

Temos duas possibilidades: 1) p { (c£d) logo v,(m £ n) = h = min{v,(m),vp(n)} e ii) p | (cxd) segue que
vp(m £ n) > h = min{vy,(m),v,(n)}. Em qualquer caso vale (3.1.4) O

Exemplos:
2=2-0=17(98) —v7(15) = (B) =w(f - §) =vr(§) + () =1+1=2
v5(15 +10) = v5(25) = 2 > min{rs(15),,(10)} = min{l,1} =1

2 > min{v5(30),v,(5)} = min{l,1} =1

) =
)

v5(29 — 6) = v5(23) = min{vs(29),v,(6)} = min{0,0} =0
)

v5(2545) = v5(30) = min{vs(25),vp(5)} = min{2,1} =1

Usando o Teorema Fundamental da Aritmética, para todo primo p podemos escrever que a ordem p-adica do maior
divisor comum (mdc) e a ordem p-adica do menor miltiplo comum (mmc) dos nameros inteiros m e n é

vp(mde(m, n)) = min{v,(m),v,(n)} (3.1.5)
vp(mme(m,n)) = mazx{v,(m), vp(n)} (3.1.6)

Exemplos: Sejam m = 14, n =147 e p = 2 e 7 temos mdc(14,147) = 7 e mmec(14,147) = 294 logo
0 = 1u(7) = va(mdce(14, 147)) = min{va(14),v2(147)} = min{1,0} =0

= 15(294) = vo(mmc(14,147)) = max{v2(14),v2(147)} = maz{1,0} =1
1 = v7(7) = v7(mde(14,147)) = min{v7(14),v7(147)} = min{1,2} =1

2 = 17(294) = vy (mme(14,147)) = max{v;(14),v7(147)} = maz{1,2} = 2
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3.1.1 IMO 2018 P5

Sejam ap,as, -+ uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Suponha que existe um inteiro N > 1 tal que, para

cada n > N, o nimero

ai a2 Gp—1 Qp
a2 as Qp aq

é um inteiro. Prove que existe um inteiro positivo M tal que a,, = a,,+1 para todo m > M.

A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia [20]. Problema proposto pela delegagdo de Mongolia
[25].
Solugao:

Note que partindo de uma sequéncia (a,,) esta sendo construida uma segunda sequéncia (S,,) dada por uma soma:

ay ai a2 aq a2 Apn—1 ay G1 a2 an—1 G, Ap41

— — 4+ — —+ — 4+ + +—= =+ 4+ + +

ay a2 ai a2 as G ap a2 as Qp Ap+41 a1
Ny N——, , S

Sl 52 5% 5%44

A hipotese do problema é que partindo de um certo N, isto é, ¥n > N, os termos da sequéncia (.S,) sdo nimeros

inteiros. Como a diferenca entre dois nimeros inteiros também é um ntmero inteiro temos Vn > N que

Spit — Sy = 2ny Andl Tln gy (3.1.7)
An41 ay

A ideia da solucao do problema sera provar que a::l é um numero inteiro, pois nesse caso ani1la, € apt1 < ay.

Isto é, a sequéncia (a,,) é ndo crescente, infinita e de inteiros positivos, logo em algum momento deve ser constante.

Apt1—0an

Para provar que 22— é um namero inteiro, vamos demostrar antes que é um inteiro, pois a equacgao (|3.1.7))

a
An 41

garante o resultado.

Como —2n— 4 Intl=0n ¢ 7 ysando lb segue que para todo primo p vale

An+1 ai

an, Apt1 — Ay,
up(~ e +;1 ) >0 (3.1.8)

Proposigao: Para todo primo p vale v,(an+1) > min{v,(a1), vy(a,)}

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que vy, (a,+1) < min{v,(a1),vp(a,)}. Entao, usando as equagoes (3.1.2))

e (3.1.4) teremos

'Up(a:ﬁ) = vp(an) = vp(ant1) >0
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® Up(ant1 — an) = vp(ant1)

s U:D(W) = Up(@n+1 — an) — vp(a1) = vp(ant1) — vp(ar) <0

oup (22 4 = =") < 0, mas isto estd em contradigao com (3.1.8).

Logo, para todo primo p vale vp(an+1) > min{v,(a1),vp(a,)}0

Como vimos em min{v,(a1), vp(an)} = vy(mde(as, a,)) para todo p primo. Com isto v,(ant1) > vp(mde(ar, ay)).
Segue que mdc(ant1,a1) > mdc(an,ar) para Vn > N, e a sequéncia (mdc(ap,a1)) deve ser nao decrescente. Isto ¢é,
mdc(an,ar) < mde(an+1,a1) < mde(ansa,a1) < ---

Por outro lado, como mdc(ay,a1) < a; chegamos a

mdc(an,a1) < mde(lans1,a1) < mde(ayyo,a1) < -+ < ay

Uma sequéncia infinita de inteiros positivos ndo decrescente e limitada superiormente. Isto é, deve existir um valor

de n, digamos Ny, a partir do qual a sequencia é igual a uma constante C:
mdc(an,a1) = CVYn > N,

Para o que segue considere um valor de n > Ny onde mdc(ay,,a1) = mdc(an41,a1). Temos duas possibilidades para
cada primo p: i) vp(an) > vp(ar) e vp(ant1) > vp(ar) ou ii) vp(ay) = vp(ant1) < vp(ar).

No primeiro caso, vp(a1) < min{v,(a,), vp(an+1)} < vp(ant1 — an) (Eq) logo v, (**5—*) > 0. Esta tltima
desigualdade em conjunto com

Gn, Gn+1 — Ap . Gn, Gp41 — An
+ > min{v v >0
Sy ) > i (), ()

U (

an
An41

implica que vp( ) > 0. No segundo caso temos que v,(-%2-) =0

An41

an
An41

An
An+41

Consequentemente, vale nos dois casos que vp( ) > 0 para todo primo p. Segue que é um inteiro, logo
ap+1lan € any1 < ap para todo n > Ny:

ANy 2 GNj+1 2 ONj42 2 7

Isto é, (a,) é uma sequéncia ndo crescente. Por outro lado, como (a,) por hipdtes ¢ uma sequéncia infinita de
inteiros positivos

an, > AN, 41 = aN42 > -+ > 0

deve existir um inteiro positivo M tal que a,, = a1 para todo m > M. Outras discussoes relativas a este

problema se encontram em [25].
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3.2 Quadrados Perfeitos Mod 3. IMO 2017 P1

Vamos lembrar uma propriedade importante sobre quadrados perfeitos e sua relagdo com a divisao Euclidiana por
3. Qualquer namero n € Z é de uma das trés formas:

i)n =3k com k € Z oun =0 mod 3

ii)n=3k+1comké€Zoun=1mod3

ili) n=3k+2 com k € Z oun =2 mod 3

Porém, somente existem duas possibilidades na divisdo de um quadrado perfeito por 3:

i) n? = (3k)? = 3(3k?) = 3l com | € Z ou n? =0 mod 3
ii)n?=Bk+1)?>=9k>+6k+1=3(3k*+2k)+1=3l+1com!l€Zoun?=1mod3

iii) n2 = 3k +2)2=9k> + 12k +4=9k> + 12k +3+1=3(3k* +4k+ 1)+ 1 =31+ 1 com | € Z ou n? = 1 mod 3
Usaremos este resultado na sua forma reciproca:

a) Se n? = 0 mod 3 entdo n = 0 mod 3

b) Se n? =1 mod 3 entdo n =1 mod 3 ou n =2 mod 3

Isto ¢, nenhum quadrado perfeito deixa resto 2 na divisdo por 3 (n? # 2 mod 3).

Note ainda que somar 3 nao muda uma congruéncia médulo 3: n + 3 = n mod 3.

3.2.1 IMO 2017 P1

Para cada inteiro ag > 1, define-se a sequéncia ag, a1, as, ... tal que, para cada n > 0:
v/ anp, se \/a, é inteiro

a, +3 caso contrario

Ap+1 =

Determine todos os valores de ay para os quais existe um ntmero A tal que a,, = A para infinitos valores de n.

A IMO 2017 foi realizada na Cidade do Rio de Janeiro, Brasil [20]. Problema proposto por Stephan Wagner, Africa
do Sul [26].

Solucgao:

Vejamos o comportamento dos primeiros termos da sequéncia para alguns valores de ag:

(2,5,8,11,14,17,20,- - -)

(3,6,9,3,6,9,3,---)
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(4,2,5,8,11,14,17,---)
(5,8,11,14,17,20,23, - - - )
(6,9,3,6,9,3,6--)
(7,10,13,16,4,2,5,8, - -)

Quando ag = 2 e ag = 5 as sequéncias parecem ser crescentes o tempo todo, o que significaria que nao existe um
namero A tal que a, = A para infinitos valores de n. Quando ag = 3 e ag = 6 as sequéncias sao periodicas, a
configuracdo 3, 6, 9 repete infinitamente, aqui podemos tomar, por exemplo A = 3 para satisfazer as condigoes do
problema. E quando ag = 4 e ag = 7 as sequéncias crescem até um quadrado perfeito, descrescem até 2 para depois
crescer o tempo todo, o qual novamente significaria que nao existe um nimero A tal que a,, = A para infinitos
valores de n. Esses exemplos sugerem que devemos separar os estudos em trés casos, dependendo do resto deixado
por ag na divisao por 3. Isto é:

i) ap =0 mod 3 ou ap =3k com k € N

ii) ap =1 mod 3ouag=3k+1comkeN

iii) ap =2 mod 3 ou ap =3k +2 com k € N

e O caso iii) & o mais simples de analisar. Dado que nenhum quadrado perfeito deixa resto 2 na divisdo por
3, se ag = 2 mod 3 entao /ag nao é inteiro, a; = ag + 3 e a; = 2 mod 3. Em geral, Vn € N teremos, como
a, = 2 mod 3 entao ,/a, nao é inteiro, a,+1 = a, +3 e a1 = 2 mod 3. Isto é, a sequéncia é crescente.

Logo, nao existe um nimero A tal que a,, = A para infinitos valores de n.

Para os casos i) e ii) vamos estudar a desigualdade

b<b+3<b?<ap<(b+3)? (3.2.1)

Vejamos primeiro a desigualdade b+ 3 < b2 ou

¥ —b=bb—-1)>3 (3.2.2)

A qual é verdadeira

Vb>3,beN (3.2.3)
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Pela definigao, os termos da sequéncia a,, crescerdao de trés em trés até encontrar um quadrado perfeito. Suponha
que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja (b + 3)2 . Isto é, para um certo indice k teremos
ar = (b+3)? e o termo de ordem k + 1 serd a1 = b+ 3. Enquanto a desigualdade (3.2.2) for verdadeira os termos
da sequéncia aumentardo até o proximo quadrado perfeito, isto é, para um certo m € N teremos ajy14m = b, €
ak+1+m+1 = b. Logo, o processo se repete até a desigualdade nao ser mais verdadeira. Com isto o valor

minimo da sequéncia serd menor ou igual a 3.

e Agora focamos no caso i) ag = 0 mod 3. Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja

(3l+3)? com [ € N

31 <3l+3 < (31)* <ap < (31 +3)? (3.2.4)

Isto é, para um certo indice k teremos ay = (31 + 3)2 e o termo de ordem k + 1 serd ax+1 = 3l + 3. Trocando b
por 3l em encontramos que enquanto 3! > 3 ou [ > 1 for verdadeira os termos da sequéncia aumentarao até
o proximo quadrado perfeito e a seguir descrecerao. Lembre também que se a; = 0 mod 3 entao ar41 = /ax =0
mod 3. Com isto teremos que todos os termos da sequéncia serao multiplos de 3 e o menor deles sera 3 para [ = 1.
A partir de certo indice a configuracdo 3, 6, 9 repetera infinitamente, tomando A = 3 seréo satisfeitas as condigoes
do problema. Um exemplo é

(27,30,33,36,6,9,3,6,9,3, )

e No caso ii) ag = 1 mod 3. Aqui teremos duas possibilidades:

— Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja, para um certo indice k, da forma
ar = 31+ 2)2 e o termo de ordem k + 1 serd ax+1 = 3l 4+ 2 com [ € N. Neste ponto o problema se reduz
ao caso iii) visto anteriormente. A sequéncia crescera ilimitadamente e ndo existird um numero A tal
que a, = A para infinitos valores de n. Para este subcaso o valor minimo da sequéncia deixa resto 2 na

divisao por 3, mas nao é 2. Um exemplo é

(19,22,25,5,8,11,14,17, - -)
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— Suponha que o quadrado perfeito mais proximo por cima de ag seja, para um certo indice k, da forma
ap = (3l+ 1)2 e o termo de ordem k+1 serd ax4+1 = 3l+1 com [ € N. Neste subcaso enquanto 3l+1 > 3
ou !l > 1 for verdadeira os termos da sequéncia aumentarao até o proximo quadrado perfeito e a seguir
descrecerao. Se raiz quadrada do préoximo quadrado perfeito deixar resto 2 na divisao por 3 estaremos
novamente no caso iii), se a raiz quadrada deixar resto 1 na divisdo por 3 o ciclo sera repetido. Porém,
mesmo no caso em que todos os termos da sequéncia sao congruentes a 1 mod 3 quando [ = 1 para um
certo indice h teremos ap, = 4 e apy1 = 2 . A partir deste ponto estamos novamente no caso iii). A
sequéncia cresceré ilimitadamente e ndo existird um ntimero A tal que a,, = A para infinitos valores de n.

Para este tltimo subcaso o valor minimo da sequéncia é 2. Um exemplo jé foi apresentado anteriormente:

(7,10,13,16,4,2,5,8, - - )

Resumindo, somente existird solu¢do para o problema apresentado quando ag = 0 mod 3, onde A =3 ou A = 6 ou

A =9. Outras discussoes relativas a este problema se encontram em [24].
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3.3 Pequeno Teorema de Fermat e Primos Relativos. IMO 2005 P4

3.3.1 Pequeno Teorema de Fermat e Primos Relativos

Dois ntimeros inteiros a e b sao ditos primos entre si, relativamente primos ou co-primos, quando nao existe nenhum
fator primo em comum na suas fatoragoes, que equivale a escrever

mde(a,b) =1

Antes de enunciar e demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat precisamos estudar o lema a seguir.

Lema: Seja p um ntimero primo. Os ntimeros binomiais (f), onde 0 < ¢ < p sao todos divisiveis por p.

Exemplo: Verifique que o enunciado do Lema anterior é valido para as linhas 2, 3 e 5 e ndo para a linha 4 no
tridngulo de Pascal embaixo

01 2 3 4 5

0 1

1 1 1
21 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Demonstracao do Lema: Para i =1 temos(?) = p logo p divide (¥). Suponha entdo 1 < i < p. Pela formula

i
binomial temos

1

p\__p _p-1pE-2-p-(-1)
il(p—1)! 7!

Note que p(p — 1)(p —2) - - - (p — (¢ — 1)) & um produto de 7 nimeros naturais consecutivos. Segue que 3! divide

p(p—1)(p—2)---(p—(i—1)). Comoi < p e p é primo temos que 3! ndo divide p, logo ! divide (p—1)(p—2)---(p—(i—1)).

Isto é, (?) = p-n, onde n é um ntmero natural. Conclue-se que p divide (¥)O
K3 3
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Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um nimero primo, entdo para qualquer inteiro a o ntimero a? — a
é multiplo de p. Usando a notacao da aritmética modular se escreve

a? =amod p

Exemplo: Se a =2 e p =75, entdo 2° =2 mod 5, e 2° — 2 = 30 é um maltiplo de 5.

Demonstracao do Pequeno Teorema de Fermat: Se p = 2 entdao a®> — a = a(a — 1). O ntimero
a(a — 1) é divisivel por 2 pois é o produto de dois inteiros consecutivos.

Suponha agora p > 2. A prova continua por indu¢do em a e basta analisar a > 0. No caso a = 0 o enunciado vale
pois p divide 0. Suponha, por hipdtese de indugao, que para um certo a temos que a? — a é multiplo de p. Iremos

provar que isso implica que vale também para a + 1. Pela formula do Binémio de Newton
P D _ p—1 D _
a+1) = et =aP + CJaPTr 1
wr=2(0) 2\

Logo i
(a+1)? —(a+1)=(a’ —a) +§: (P)ap—i

Como p divide a? — a por hipotese de indugao e pelo Lema anterior p divide (f) para todo 0 < i < p segue que p

divide (@ + 1) — (a + 1). Pelo principio de indugao finita o resultado vale para todo a > 00

Colorario: No caso em que p nio divide a o Pequeno Teorema de Fermat ¢ equivalente a afirmar que a?~! — 1
é um mailtiplo de p, ou

a®~' =1 mod p

Exemplo: Sea =2e p =7, entdo 25 =64 e 64 — 1 = 63 é um multiplo de 7.
Demonstracao do Colorario: Como p divide a? — a pelo Pequeno Teorema de Fermat, p nio divide a por
hipotese e

a? —a=a(a?' —1)

temos que p divide a?~! — 10
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3.3.2 IMO 2005 P4

Determine todos os inteiros positivos relativamente primos com todos os termos da sequéncia infinita

an=2"+3"+6"—1,n>1 (3.3.1)

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México [20]. Problema proposto pela delegacao da Polonia [36].

Solugao:
Pelo Teorema Fundamental da Aritmética todo nimero inteiro positivo, m > 1, pode ser fatorado de forma tnica

como um produto de N € N ntimeros primos, p;

N
li
m = H D;
i=1
onde os l; € N. Se algum primo p;, presente na fatoracao de m, dividir algum a,, da sequéncia, entao
mde(m, a,) > p; > 1

Logo m e a, nao serao relativamente primos.

Vamos mostrar que o unico inteiro positivo que satisfaz a condicao do problema é m = 1, pois dado um ntumero
primo p sempre encontraremos um valor de n tal que p divide a,.

Dado que a sequéncia a,, ¢ uma soma de poténcias de 2 e 3 procuramos um valor de n tal que 2 divide a,, e 3 divide
an. Temos a; = 10 e as = 48, como 2 e 3 dividem 48 nenhum miiltiplo de 2 ou 3 serd um valor permitido de m.

Considere agora primos p > 3. Para usarmos o Pequeno Teorema de Fermat faca n = p — 2 em (3.3.1)
apoo =22 43772 4 6P 21
Multiplique por 6 a igualdade anterior

6a, o =3-2""142.37"1 + 6716
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Como p > 3 nao divide 2, nao divide 3 e nao divide 6 usando o Pequeno Teorema de Fermat teremos

2P~ =1 mod p

3P~ =1 modp
6P~ =1 modp

Segue que

6ap,—2=3-14+2-1+1-6=0modp

Isto ¢, p divide 6a,_2. Como p > 3, p nao divide 6, logo p divide a,_».
Resumindo, mostramos que para todo primo p existe um n tal que p | a,: com p = 2 ou 3 faga n = 2, para outros
valores de p faca n = p — 2. Logo, nenhum inteiro positivo, com a excecao de m = 1, é relativamente primo com

todos os termos da sequéncia (a.,).
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3.4 Divisores de Inteiros Positivos. IMO 2002 P4

Os divisores positivos de um inteiro n > 1 sao di < dy < ... < dg, tais que d;y = 1, d, = n. Seja s =

dids + dods + - - - + di_1ds. Mostre que s < n? e encontre todos os valores de n para os quais s divide n?.

A IMO 2002 foi realizada na cidade de Glasgow, Reino Unido [20].

Solugao:
Podemos escrever a soma s com uma notagao mais compacta:

s=didy +dod3 + - +dp_1dy, = Z did; 1
1<i<k

Os divisores positivos de um ntmero inteiro n > 1 sempre aparecem em pares. No caso em que o nimero n é um

quadrado perfeito um dos pares é formado pelo mesmo divisor (y/n). Isto é, quando d; divide n, temos que existe

q inteiro tal que n = d; - ¢, logo ¢ = 7+ também divide n. Com isto, o somatorio anterior pode ser escrito usando
i

os divisores na forma -
i

s= Y didizi= ) (n : >:n2' 2 ((idjrl)

d; d;
1<i<k 1<i<k V0P Gl 1<i<k

Note agora que para todo 1 < i < k vale

L1 din—di 1

di  div1 didisn T didia

pois a diferenca entre dois inteiros positivos, d;+1 — d;, é sempre maior ou igual a 1. Segue que

1 1 1 1
=n2. . <n?. - _
o= Z (di di+1) =" Z (di di+1)

1<i<k 1<i<k

O ultimo somatorio é uma soma telescopica
m () -G8 G-d)-
Sk di  dit1 dy  do dy ds

Com isto temos

Masdil—i<d%poisdk:n>16d1:1
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Resumindo, provamos que s < n?.
Para a segunda parte do problema note que se n = p é um nimero primo entao somente existem dois divisores de
n: dy =1 e do = n. Segue que

S:dldgzn

Logo, como n divide n? temos que s divide n?.

No caso em que 1 ndo é um namero primo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever n como um
produto de nimeros primos. Seja p o menor fator primo que aparece na decomposi¢do de n. Teremos que dy = p e
dip_1 = %. Como 1 =d; <ds < ... < dp_1 < di =n segue que

s =dyds +dads + - - - + dp—1dy, > di—1di, = % ‘n

2

Suponha, por absurdo, que s > "7? divida n?. Entdo deve existir ¢ inteiro positivo tal que n? = s-qe ¢ =

o3,

também divide n?. Mas

g=—<—5<p
S

n2
p

ou g < p, uma contradigdo. Tinhamos assumido que p era o menor fator primo que aparece na decomposicao de n.
Concluimos que s divide n? se, e somente se, n é um nimero primo.

Esta solugéo é uma versdo ampliada de [37].
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3.5 Bases Binaria e Octal. SL da IMO 1998 P21

3.5.1 Bases Binaria e Octal

Um namero inteiro nao negativo cujos digitos na base 10 sao a; € {0,1,2,---,9}, com ¢ = 1,2,--- ,n, pode ser

escrito como:

(@nap—1---aiap)yy = ap + 10a; + 10%as 4+ - -+ 10" ta,_1 + 10"a,

Em geral, seja b > 2 um ntmero inteiro, podemos representar um ntmero inteiro nao negativo na base b usando os

digitos a; € {0,1,--- ,b— 1}, com i = 1,2,--- ,n, e transformalo a base decimal como

(@nGn—1---aiap), = ag+b-a; + b2ag + -+ 0" Lta,_1 +b"ay

Em particular, um namero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 8 (Octal) sdo a; € {0,1,2,--

i1=1,2,---,n, pode ser escrito na base decimal como:

(ananfl te alao)s =ao+ 86’/1 + 82@2 + 4+ 8n_1an71 + 8nan

e um nimero inteiro nao negativo cujos digitos na base 2 (Binaria) sdo a; € {0,1}, com i = 1,2,---

escrito na base decimal como:

(@nan—1---aiao)g = ao + 2a; + 2%ay + -+ 2" a1 +2"a,

Exemplos: Dados os ntimeros (7302)s e (10100)5 encontramos

(7302)s =2+8-0+8%-3 +8%. 7= (3778),, = 3778

(10100); =0+2-0+2%-1+2%.0+2*- 1 = (21),, = 20

-, 7}, com

,n, pode ser

Inversamente, dado um ntimero representado na base decimal podemos escreve-lo em qualquer outra base usando

sucesivamente a divisdo pela base com resto ou Euclidiana. O niimero que no passo n-ésimo era quociente passa a

ser dividendo no passo de ordem n + 1. O processo conclui quando o quociente é zero.
Exercicio: Represente (2019),, = 2019 nas bases 2 e 8.
Solugao: Dividindo sucesivamente por 2 temos

2019 =2-1009 + 1

1009 =2-504 +1
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504 =2-252+0

252=2-12640

126 =2-63+0
63=2-31+1
31=2-15+1
15=2-7+1
7=2-3+1
3=2-1+1
=2.0+1

Tomando os restos em ordem inversa segue 2019 = (11111100011),.
Analogamente, dividindo sucesivamente por 8 temos

2019 =8-252+3

252=8-31+4
31=8-3+7
3=8-0+3

Tomando os restos em ordem inversa segue 2019 = (3743)g.

3.5.2 SL da IMO 1998 P21

Seja ag, a1, as, ... uma sequéncia crescente de inteiros nao negativos tal que cada nimero inteiro nao negativo

possa ser escrito de forma tinica como

a; + 2a; + 4ay, (3.5.1)

onde %, j, k nao sao necessariamente diferentes. Determine aj99s.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan [20]. O problema acima foi proposto pela delegagido do Canada
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[38].
Solugao:
Note que devemos escrever de forma tdnica todos os nimeros inteiros nao negativos como uma combinacdo li-
near ((3.5.1)) dos elementos da sequéncia (a,). Isto leva a que, dada a sequéncia até o termo de ordem n — 1,
ag, a1, ...,an—1, 0 termo de ordem n, a,, é o menor inteiro positivo que nao seja da forma a; + 2a; + 4ay, com i, j,
k <mn.
Vamos encontrar os primeiros termos da sequéncia de forma intuitiva. O primeiro inteiro nao negativo é o zero.
Para escrever zero na forma em devemos ter ag = 0:

0=ag+2a9+4a0=0+2-04+4-0

Nao temos como escrever 1 usando somente ag = 0. Isto leva a adicionar o namero 1 na sequéncia (a, ), logo a; = 1.
Com isso podemos escrever os numeros do 1 ao 7 usando somente dois elementos da sequéncia ag =0, a3 = 1:

l=a14+2a9+4a0=14+2-04+4-0
2=ag+2a1+4a90=0+2-14+4-0
3=a1+2a+4a0=1+2-14+4-0
4=a9+2a9+4a1,=0+2-04+4-1
5=a;+2a+4a1=1+2-0+4-1
6=ag+2a1+4a1=0+2-14+4-1
T=a1+2a;+4a1=14+2-14+4-1

O namero 8 nao pode ser escrito usando somente dois elementos da sequéncia: ag = 0, a; = 1. Isto leva a adicionar
o numero 8 na sequéncia (a, ), logo az = 8:

8=as+2a9+4a90=8+2-04+4-0

O numero 9 nao pode ser escrito usando somente trés elementos da sequéncia: ag = 0, a3 = 1, as = 8. Isto leva
a adicionar o nimero 9 na sequéncia (a,), logo a3 = 9. Com quatro elementos da sequéncia é possivel escrever os
nimeros do 9 até o 63:

9=a3+2a9+4a90=9+2-0+4-0

63 =as+2a3 +4a3 =9+2-9+4-9
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Segue que ay = 64 € a5 = 65. Resumindo, os primeiros termos da sequéncia sao
(a’n) = (Oa 1) 87 97 647 657 e )

Sabemos que todo ntmero inteiro nao negativo m pode ser escrito de forma tnica na base binaria:

m = 2%y + 2y + 2%ty + 2%t3 + - -+ 27, (3.5.2)

comt; € {0,1} ei=0,1,2,--- ,7. Por outro lado, queremos escrever m como em (3.5.1)):

m = 2%a; + 2'a; + 2%ay, (3.5.3)

Uma comparacao entre (3.5.2) e (3.5.3)) sugere escolher a;, a; e a; como somas finitas:

ai = to+ 2%t3 + 2t + -+ = to + 8t3 + 8%tg + - - -
CLj=t1+23t4+26t7+"':t1+8t4+82t7+"'
ak:t2+23t5+26t8+---:t2+8t5+82t8+'-~

As trés equagbes anteriores podem ser reescritas como

ap = So+ 851 + 8259+ -+ + 8, (3.5.4)

onde s; € {0,1} e 1 =10,1,2,--- ,r. Em palavras, a sequéncia (a,,) consiste dos nimeros inteiros nao negativos que
podem ser escritos em base 8 usando somente zeros e uns.

Para encontrar um termo arbitrario de (a,) devemos escrever primeiro n em base 2:

n=2sy+2s +2%55+ -+ 2"s, (3.5.5)

Os s; em (3.5.5)) coincidem com os s; em ([3.5.4). Veja os primeiros termos ja encontrados
0=0+2-0 e ag=0+8-0=0

1=142-0 ¢ a;=1+8-0=1
2=0+4+2-1422-0 e a3=0+48-1+8%.0=8
3=142-1422.0 ¢ a3=148-1+82.0=9

4=0+2-0+22-1422.0 ¢ a4=0+8-0+8%-14+83.0=64
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5=14+2-0422.1422-0 ¢ a5=1+8-0+8-1+8%.0=65

Como queremos encontrar aiggs escreveremos primeiro 1998 = (11111001110)2 em base 2:

1998 =0+2-142%2-1423.14+24.04+2°-0420-1427-14+2%-14+2°-14+210.1

Segue que

a199s =0+8-1+8%-1+8-1+8*.0+8-0+8-1+8"-1+8%-1+8-1+8'0.1=1227096648
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3.6 Cobdigo Primo-Binario. SL da IMO 1995 P25

Considere ntimeros inteiros x > 1 e seja p(z) o menor primo que nao divide . Em particular, p(1) = 2. Quando
p(z) = 2, defina g(z) = 1. caso contrario, defina ¢(z) como o produto de todos os primos menores que p(x).

Considere a sequencia xg, 1, xs, ... definida como g =1 e z,41 = %(T;) para todo n > 0. Encontre todos os

valores de n tal que z,, = 1995.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada [20]. O problema acima foi proposto pela delegacao da
Polonia [38].
Solugao:

Como ¢(z) é definida por um produto de primos que dividem individualmente x ou g(x) = 1, segue que ¢(x) divide

x para todos os ntimeros inteiros & > 1, logo f(x) = qu((;)) também é um ndmero inteiro positivo.

A tabela ilustra o calculo dos primeiros termos da sequéncia.

Seja (po, p1,p2,--) = (2,3,5,7,11,---) a sequéncia de todos os niimeros primos escritos em ordem crescente.

\ p(Tn—1) \ q(xp_1) \ Tn \ x,, fatorado \ Cx, ‘

[ n

0 1 0

1 2 1 2 2 1

2 3 2 3 3 10
3 2 1 6 32 11
4 5) 6 5 ) 100
5 2 1 10 52 101
6 3 2 15 5-3 110
7 2 1 30 5-3-2 111
8 7 30 7 7 1000
9 2 1 14 72 1001
10 3 2 21 7-3 1010
11 2 1 42 7-3-2 1011
12 5) 6 35 7.5 1100
13 2 1 70 7-5-2 1101
14 3 2 105 7-5-3 1110
15 2 1 210 | 7-5-3-2 1111
16 11 210 11 11 10000
17 2 1 22 11-2 10001

Tabela 3.6.1: Céalculo dos primeiros termos das sequéncias (z,,) e (Cx,,).

Note primeiro que na decomposigao de z,, em fatores primos nenhum primo pode aparecer elevado a uma poténcia
superior a um. De fato, isto é verdade para os primeiros 17 termos listados na tabela anterior. Para completar a

demostragao por indugdo em n observe que se por hipotes €, = pn, - Pny -+ * * Pn,,,, €0t80 p(z,) ndo é nenhum dos
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Dn,, anteriores com 1 < k < m. Segue que o produto z,p(z,) nao terd, na sua decomposi¢ao, nenhum quadrado
de primo. Dividir por ¢(z,) somente reduz (ou deixa igual quando g(x) = 1) o ntumero de primos presentes na

fatoragao de x,,. Segue que 41 = %(m;)

é livre de poténcias superiores a um para todo n.

Como cada nimero primo aparece somente uma vez (ou nao aparece) na fatoragao de z,, podemos associar de forma
dnica a x, um codigo: Cx, = ---000s;8;_1---Sp. Onde s; = 1 se p; divide z,, e s; = 0 se p; nao divide z,, com
0 < i <. Adicionalmente, p; é o maior primo que divide z,,.

A seguir vamos enunciar e justificar o resultado principal. A representagao binéria de n coincide com codigo de x,.

Isto ¢, (n)y = Cx,. Veja na tabela acima a primeira e ultima colunas.

No caso em que z,, é impar temos que Cx, = ---000s;5;_1 - - - $10 termina em 0, pois 2 nao divide x,,. Segue que
p(zn) =2 e q(zy) = 1. Logo zp41 = m"l"Z ¢ par e Cx,, = ---000s;5;_1---s11 tem o mesmo codigo de x,, com o

primeiro digito da direita para esquerda trocado de 0 para 1.
Quando x,, é par temos que Cz,, termina em 1 pois 2 divide x,,. Estudaremos dois subcasos:

(1) Cx,, = -+ - 000811+ --1 o codigo de x,, é somente composto de uns, de s; em diante é tudo zero e
(2) Cxpy = -+-008, - - Sgr18k11--- 1 o codigo de x, é composto de uns de sp até si_1, sp = 0, de Sgy1 & Syp—1 08
valores podem ser zero ou um, s,, =1 e de $,,4+1 em diante é tudo zero.

(1) Se Cxy,, = -+ - 000811 - - - 1 temos que p(x,) = pi € q(x,) = z,. Segue que 41 = pg € Cxpyyy = ---000100---0
com o 1 na posigao k-ésima de direita para esquerda.

(2) Se Cxy, = - 008y, - - Spr1811 -+ 1 temos que p(x,) = pr € q(xn) =po-p1 - - pr—1. Segue que Cxpyq =
o008y, - - - $p41100 - - - 0.

Logo, o efeito da lei de recorréncia f sobre o cédigo de x,, é acrescentar um na representacao binaria de n, isto é,
Czpy1 = f(Cxy,) = (n 4+ 1)2. Em outras palavras, (n)s = Cx, e x, determina univocamente n.

Como estamos interessados em encontrar n tal que z,, = 1995, primeiro fatoramos 1995:

1995 =3-5-7-19=2°.3.5.7.11°.13°.17° . 19

A seguir escrevemos o codigo de 1995:

C(1995) = 10001110

e isto corresponde com n = (10001110)y = 2 + 22 + 23 + 27 = 142.
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3.7 Representacao de Naturais na forma 2"6. SL da IMO 1992 P14.

Para todo ntimero enteiro positivo x define-se g(z) como o maior divisor impar de z e

L4 se x é par
2 z)”
f(z) = { Ifl(T)

272, se x é fmpar

Construa a sequéncia x1 = 1, ,,41 = f(z,). Determine n tal que x,, = 1992.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Russia [20]. O problema acima foi proposto pela delegagio da
Polénia [3§].

Solugao:

Note primeiro que pela definicdo da funcao f temos que x, é um numero natural para todo n natural.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética todo nimero inteiro positivo x,, > 1 pode ser escrito de forma tunica
como um produto de niimeros primos:

st Mo my

xn:2r.p1 .p2 ....p]

onde os p;, com i = 1,2,--- | j, sdo primos impares e r e os m; sao naturais ou zero. Como um produto de nameros
impares também é impar podemos representar qualquer natural de forma tnica como

T, =2"-b

com b natural impar. Isto é, b é o maior impar a dividir x,,. Adicionalmente, quando r = 0 temos z,, impar, caso
contrario x,, é par.

A tabela mostra os primeiros termos da sequéncia (zy,).
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(o [on[r][b=9g@) || 2n = flan) |
(L tfof t ] 2 |
(22 ]1] 1 ] 3 |
(33 ]of 3 | 4 |
(4402 t ] 6 |
(56t 3 | 5 |
(65 o] 5 | 8 |
(7 8fs8] t [ 12 ]
(812]2] 3 [ 10 |
(oot 5 | 7 |
(of 7ol 7 [ 16 |
(4] 1 [ 24 |
(L2243] 3 [ 2 |
(320]2] 5 [ 14 ]
(i) 7 ] 9 |
(5fofoj o [ 32 |
(efs2]s5] 1 [ 48 |
(484 3 [ 40 |
(84003 5 [ 28 |
(of8f2] 7 [ 18 |
(20]/81] o9 [ 11 ]
(2t1rfol w1 [ 64 |

Tabela 3.7.1: Calculo dos primeiros termos da sequéncia (x.,).

Vamos estudar o comportamento da sequéncia entre duas poténcias consecutivas de dois. Exemplo, entre 16 = 24
e 32 =25

Suponha que para algum m > 0 e r > 0 natural z,, = 2”. Como x,,, & par teremos que Z,,+; = 2" 1+-3. Casor—1 >0
teremos que x,,41 continuara sendo par e usando novamente a lei de recorréncia encontramos Z,, s = 2" 2-5. In
27=%. (2i + 1). Para concluir a prova deste resultado por

geral, com ¢ = 1,2,--- ;v — 1, a fungao f leva a z,,4; =

indugao em i note que sendo i < r segue que Ty, 1; ¢ par e f(Tmii) = Tpmpiv1 =271 (20 + 3).
Quando ¢ = r — 1 temos Xyir—1 =2 (2r — 1) par e f(Tmer—1) = Tmsr = (2r + 1) & impar. Aplicando mais uma

vez a lei de recorréncia encontramos f(Zy,ir) = Tomarr1 = 2771

A tabela resume estes resultados.
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’ ‘ n ‘ Tn ‘ r ‘ b= g(In) ‘ Tn4+1 = f(xn) ‘
k | ml @r—1) 0 | (2r—1) o7
m 2" r 1 2r=1.3
m—+1 27-1.3 r-1 3 2r-1.5

mii | 2 - (2i+1) | i | (2i+41) | 2T (20 +3)

m.+;—1 2. (2r —1) 1 (2r—1) (27"—1— 1)

kt1 | mir (2r +1) 0 (2r +1) 2r+1
m-+r-+1 or+l r+1 1 2r .3

Tabela 3.7.2: Comportamento da sequéncia (z,), r e b entre duas poténcias consecutivas de dois. O indice k é
usado somente quando x,, é impar.

Note que quando n cresce de m até m + r a poténcia de dois decresce, de um em um, de r até zero e b aumenta de
dois em dois.

Foquemos agora somente na presenga de ntmeros impares na sequéncia (z,). Pode ser introduzido um ntimero
natural k para descrever n e x, impar. Quando k aumenta em um, x, impar aumenta em 2 e o valor de n

correspondente aumenta em r + 1. Isto é, n = Zf;é (r+1).

Segue que se k =1,2,---, entdao
k(k+1
n:1+2+-~-+k:7(2+ ) (3.7.1)
e
Traey =2k —1 (3.7.2)
2
é fmpar.

A tabela [3.7.3 mostra os primeiros valores de k, n e x,, impar.

Para determinar n tal que x,, = 1992 primeiro fatoramos 1992 para escrever na forma 2" - b:

’ k ‘ n ‘ X (fmpar) ‘

1 1=1 1=2-1-1
2 3=1+2 3=2-2-1
3 6=1+2+3 5=2-3-1
4 10=1+2+43+4 7T=2-4—-1
5 15=1+42+3+4+5 9=2.5-1
6 21=1+42+4+3+4454+6 | 11=2-6—1
k 1424 +k 2- k-1

Tabela 3.7.3: Primeiros valores de k, n e x,, {mpar.

1992 = 23.3.83 =23.249
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Segue que r = 3 e b = 249 em z,, = 1992. Aplicando a relagdo de recorréncia f encontramos r = 2 e b = 251 em
Znii(par), r=1eb=253 em z,42 (par) e r =0 e b= 255 em z,,43 (Impar).
A tabela 374 resume estes resultados:

Como x,,+3 = 255 é impar podemos encontrar o valor de k usando (3.7.2):

’ n ‘ Tn ‘r‘bzg(xn)‘xn+1:f(xn)‘
n 1992 | 3 249 1004
n+1 | 1004 | 2 251 506
n+2 | 506 |1 253 255
n+3 | 255 | 0 255

Tabela 3.7.4: Calculo para determinar n tal que z,, = 1992.
255 =2-128—-1

Isto &, k = 128. A seguir usamos (3.7.1) para encontrar

128 - 12
n+3:¥:8256

Finalmente, n = 8253 e xg953 = 1992.
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3.8 Base Trés, Progressao Aritmética e Geométrica. IMO 1983 P5

Prove que é verdadeiro ou que é falso: Do intervalo [1,30000] pode ser selecionado um subconjunto de 1000

inteiros que nao contiene tripla aritmética (trés nimeros consecutivos em progressao aritmética).

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Francia [20]. O problema acima foi proposto pela delegacao da Polonia

[38].

Solucgao:

Seja {T},} o conjunto de inteiros positivos que na base trés é representado por no maximo n digitos e nenhum deles
é 2. Isto é,

Tn:a0-30+a1-31+---—|—an,1-3"_1 (381)

com a; € {0,1} para 0 < i < (n —1). Como para cada a; somente existem duas possibilidades, zero ou um, e

existem n escolhas, a cardinalidade, ou nimero de elementos, de {T,} é

| T, |= 2" (3.8.2)

O maior elemento de {T},} é encontrado quando todos os coeficientes sao iguais a um:

maz {T,} =3 +3" +... 3! (3.8.3)

Mas a equagao anterior é uma soma de uma progressao geométrica de razao 3, logo

3" -1
2

max {T,} = (3.8.4)

Proposigao: Niao existe tripla aritmética em {7, }.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que exista uma tripla aritmética (z,v, 2) tal que seus elementos sejam
um subconjunto de {T,,}: {z,y,2} C {T,,} Como z, y e z s@o elementos consecutivos de uma progressao aritmética

vale que
y=z+=2 (3.8.5)

Com y € {T,,} segue que os coeficientes de 2y, lado esquerdo de (3.8.5)), na base 3 sdo somente 0 ou 2:

Y = Qoy -30—|—a1y '31 + - +a(n—1)y .371—1



CAPITULO 3. TEORIA DOS NUMEROS (ARITMETICA) 88

com a;y € {0,1} para 0 <iy < (n—1)e
2y =(2-apy) 3"+ (2-ary) 3"+ +2 a1y, 3"
com 2 - a;y € {0,2} para 0 <iy < (n—1) .

Estudaremos agora o lado direito de (3.8.5). Temos que z,z € {T,,} , logo podemos escrever

x:an'30+alz'31+"'+a(n—1)x'3n71

2 = Aoz -30 +aiz - 34 + an-1)z 3nt

com a;z,a;, € {0,1} para 0 < iz,iz < (n — 1). Note que a soma a;; + a;; € {0,2} quando a;z = a;; = 0 ou

aiz = a;; = 1 para todo 0 < iz,iz < (n — 1). Isto é, no caso em que

e por (3.8.5) x =y = 2. Contradi¢do, x # y # z. Como os lados direito e esquerdo de ([3.8.5) sdo incompativeis

concluimos que nao existe tripla aritmética em {75, }OJ

Considere n = 10, de (3.8.2)) e (3.8.4)) calculamos

| Tho |= 2'% = 1024 > 1000

3101
= 29524 < 30000

max {Tio} =

Logo, a afirmagao do problema é verdadeira. O conjunto {T},} é um subconjunto de [1,30000] com mais de 1000

inteiros e nao contiene tripla aritmética.
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3.9 Maximo de um produto de inteiros com soma fixa. Equacao Dio-

fantina Linear. IMO 1976 P4

Encontre o maior ntimero que pode ser obtido pelo produto de inteiros positivos cuja soma é 1976.

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria [20]. O problema acima foi proposto pela delegacao dos

Estados Unidos [3§].
Solucao:
Sejam a1 < agy < - -+ < a, inteiros positivos tais que sua soma seja 1976:

ay+ag+---+a, =1976 (3.9.1)

Seja M o valor maximo do produto aias - - - ay:

M = mazx {ajaz—an} (3.9.2)

Primeiro, a; > 1 para todo 1 < ¢ < n, pois caso ap = 1 para algum k conseguimos aumentar o produto trocado ay,

e a; (outro termo da sequéncia) por um tnico nimero a; + 1 e vale que

aga; = a; < a; +1

Segundo, a diferenga entre dois elementos quaisqueis da sequéncia (a,) tem que ser zero ou um. Suponha, por
absurdo, que ay — a; > 2 para algum par 1 < k, 7 < n. Neste caso conseguimos aumentar o produto trocando ay, e
aj por ap — 1 e aj + 1 pois

aga; < (ag — 1) (a; +1) = aga; + (ag —a;) — 1

Terceiro, a; < 5 para todo 1 < 4 < n. Suponha, por absurdo, que ay > 5 para algum 1 < k < n. Neste caso
conseguimos aumentar o produto trocando o elemento ay por outros dois: 2 e (ar — 2). Note que

ak<2(akf2):2akf4

Quarto, no caso a; = 4 para algum 1 < i < n podemos trocar o elemento a; por 2 e 2 e o produto continua igual.
Concluimos que a; = 2 ou a; = 3 para todo 1 < i <mn.

Seja x o ntmero de dois e y o nimero de trés na sequéncia (a,). Segue que as esquagoes e podem
ser escritas como

2z + 3y = 1976 (3.9.3)
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M = 2°3Y (3.9.4)

Reescrevendo (3.9.3]) como uma congruéncia médulo trés encontramos

20 = 1976 =2 mod3

Logo x = 1mod 3 ou x = 3t + 1 para algum ¢ inteiro nao negativo.

Note agora que z < 4 pois 2-2-2 < 3-3. Isto é, x = 1. Retornando com este tltimo resultado em encontramos
que y = 658.

Segue de que M = 2. 3958,



Capitulo 4

Combinato6ria

4.1 Triangulo do Médulo da Diferenca ou Anti-Pascal. IMO 2018 P3

Os nameros tridngulares sao aqueles que sao gerados na sequéncia

(1,1+2,1+2+43,---,14+24+3+---+n)

Como o termo n-ésimo é a soma de uma progressao aritmética de passo 1 podemos escrever:

(]_7376’... ’TL(TLQ-F].))

Uma interpretagao geométrica pode ser vista na figura [4.1
O triangulo de Pascal é formado por ntimeros binomiais
(n) _ n!
k (n—k)k!
onde n representa o namero da linha e &k representa o namero da coluna, iniciando a contagem a partir do zero (de
cima para baixo e de esquerda para direita).
A relagao de Stifel permite sua construgao rapidamente:
n—1 n n—1\ (n
k—1 k - \k
Em palavras, cada nimero do tridngulo de Pascal é igual & soma do niimero imediatamente acima e do antecessor

do namero de cima.
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L ]
& Y] “"‘
Ty=1 Tp=3 Ty=6
&
- LK ]
L X
S S 2
L X T LE LR T X T YR
Tﬂ_' “] TE-TS Tﬁ'?"
Ty nin+1}
Fa

Figura 4.1: Seis primeiros ntimeros tridngulareshttps://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero _triangular

0 1

1 1 1
21 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

No diagrama anterior foi destacada a soma:
4 L 4\ (5
2 3/ \3

Na sua forma simétrica falamos que, excepto os extremos que sao iguais a 1, cada namero do tridngulo de Pascal é

igual & soma dos dois nameros acima mais proximos.


https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_triangular
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

O problema a seguir introduz uma variagao do tridngulo de Pascal, no lugar de usar a soma no processo de construgao

dos préximos elementos é usado o médulo da diferenca. A construcéo é feita de baixo para cima e, para um tridngulo

. | . . 1
com n linhas, devem aparecer, exatamente uma vez, todos os niimeros inteiros de 1 até %

4.1.1 IMO 2018 P3

Um tridngulo anti-Pascal é uma disposicao de nimeros em forma de tridngulo equilatero tal que, exceto para
os nimeros na ultima linha, cada ntiimero é o médulo da diferenca entre os dois ntmeros imediatamente abaixo
dele. Por exemplo, a seguinte disposi¢ao de niimeros é um tridngulo anti-Pascal com quatro linhas que contém

todos os inteiros de 1 até 10.

Determine se existe um triangulo anti-Pascal com 2018 linhas que contenha todos os inteiros de 1 até 1 +2+ 3+

-+ 2018.

A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia [20]. Problema proposto por Morteza Saghafian, Iran
22].

Solucgao:

4.1.1.1 Cason=5

O diagrama a seguir ilustra uma solu¢ao do problema no caso n = 5, note que aparecem, exatamente uma vez,
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todos os inteiros de 1 até 1 +2+3 +4 +5 = 15.

ot

7 11 2

6 14 15 3 13

Foram destacados com cor azul o maior nimero de cada linha e com cor vermelha o menor ntamero de cada linha.
No caso da primeira linha seu tinico elemento, ou 5, é simultdneamente o maior e o menor. Os nimeros destacados

formam o esqueleto da construcao:

12=15-3

11=12-1

9=11-2
59=9-4

Note que o maior ntamero, o 15, deve aparecer na ultima linha. Todos os inteiros de 1 até 5 sao os menores em
suas respetivas linhas, isto é, aparece exatamente um deles por linha. Por outro lado, os inteiros maiores ou iguais
al+4+2+3+4=10e menores ou iguaisa 1+2+3+4+5 =15 (6 em total) aparecem nas tltimas linhas: um na

terceira, dois na quarta e trés quinta. Verifique ese padrao no caso n = 4 dado no problema.

4.1.1.2 No existe solugao para n = 2018

Suponha, por absurdo, que um tridngulo com as condi¢oes dadas exista. Ele deve ter, exatamente uma vez, todos
os nimeros inteiros de 1 até 1+ 2+ 3 + --- + 2018.

Denotaremos por M,, o maior ntimero na linha n-ésima e por m,, ao menor nimero na linha n-ésima. Na linha 1,
como somente existe um elemento, temos que M; = m;.

Considere agora que nao estamos na tltima linha, isto é, n < 2017, e na linha n-ésima localize o maior ntmero,
M,,. Chame de a e b aos nimeros na linha n + 1 diretamente abaixo de M,,. Podemos assumir, sem perda de

generalidade, que a > b. Logo, pelas condigdes do problema, temos que a — b = M,,.
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M,

Como M, +1 > aeb>m,1, podemos escrever

MnJrl — Mp+1 Z Mn

ou

Mn-‘,—l > M, + Mnp+1

Isto é, para 1 <1 < 5 < 2018, escrevemos

Mit1 > M; +miqq
Miyo > Mgy +miqpo > My +myp1 +miga
Mtz > Mipo+mips > My + M1 + Mo +mMigs

Onde expandimos a segunda e terceira linha usado as anteriores. Logo, generalizando temos

J
Mj 2 MZ‘—F Z my
k=i+1

Para i =1 e 5 = 2018, e lembrando que M; = m1, escrevemos
2018

Mso1s > Z my (4.1.1)
k=1

Em palavras, a equagao anterior diz que o maior nimero la linha de ordem 2018 tem que ser maior ou igual a soma
de 2018 nimeros. Pelo enunciado do problemas todos os niimeros na soma precisam ser diferentes. Por outro lado,

0 maior nimero que pode aparecer no tridngulo é 1 +2 4+ 3 + --- + 2018. Segue que
Mao1s =1+2+3+ -+ 2018 (4.1.2)

e os menores numeros de cada linha

(m1,m2,m37 ce 7m2018)
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sao uma permutacao de

{1,2,3,...,2018} (4.1.3)

Uma vez que vale a igualdade (4.1.2) podemos concluir que para existir o tridngulo referido no problema a igualdade

dada em (4.1.1]) deve valer para todo 1 < j < 2018, isto é

j
M= "my (4.1.4)
k=1

A equacdo anterior diz que o maior numero de cada linha deve ser igual a soma dos menores numeros das linhas de
ordem precedente e da propria linha e estes ntumeros (my) pertencem ao conjunto (4.1.3]). Teremos exatamente um
namero “pequeno”, de 1 até 2018, em cada linha (no necessariamente em ordem crescente).

Por outro lado, chamaremos de “grandes” aos 2019 nimeros que satisfazem
14+24+34+---4+2017<n<14243+---+ 2017+ 2018

ou

2035153 < n < 2037171

A equagdo (4.1.4) também implica que os ntimeros “grandes” ndo podem aparecer nas linhas de ordem menor ou

igual a um certo h. Precisando, considere os h maiores valores possiveis para os my.
h

My = " my <2018+ (2018 — 1) + - -+ + (2018 — =+ 1) < 2035153 (4.1.5)
k=1

ou
(4037 — h)h

M, < D)

< 2035153 (4.1.6)

A desigualdade anterior leva uma equacao quadratica que somente tem uma solucao vélida para este problema se

h < 1955. Agora separamos o estudo em trés intervalos: n < 1954 , 1955 < n < 2017 e n = 2018.

e Se n <1954 temos que

n 2018 + 2017 + 2016 + --- + 65

k=1 1954 — ndmeros

—(142+34--+2018) — (14+2+3+--- +64)
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= (1+2+3+4 - +2018) — 2080
14243442017

logo a linha n-ésima nao tem nenhum ndmero “grande”.

e Se 1955 < n < 2017, chame [; a um numero “grande” na linha n-ésima. Como fizemos anteriormente, chame de
a e b, com a > b, aos numeros diretamente abaixo de l;. Temos queb=a—1l1 ea < 1+2+3+---42018, como
1 é “grande”, teremos b < 2018, isto é, b é “pequeno”. Como somente existe um nimero “pequeno” por linha
devemos ter que b = m,, 11 e l; esta diretamente acima de m, 4. Pelo mesmo motivo pode acontecer de existir
um segundo numero “grande”; Iy, na linha n-ésima, abjacente a l; e diretamente acima de m,y;. Com isto
temos no maximo dois ntmeros grandes na linha n-ésima. Ao todo teremos no maximo 2(2017—1955+1) = 126

naumeros “grandes” fora da dltima linha.

e n = 2018. Como temos ao todo 2019 ntimeros “grandes”, teremos no minimo 2019 — 126 = 1893 ntimeros
“grandes” na tultima linha. Isso significa no méximo 2018 — 1893 = 125 ntimeros “nao-grandes” na ultima

1893-125 — 884 pares de ntimeros “grandes abjacentes”. Basta

linha. Logo, no minimo sera possivel encontrar
escolher um par de niimeros “grandes abjacentes” na tltima linha que nao esteja diretamente abaixo de mog17.
O modulo da diferenca deste par de niimeros serd um numero “pequeno” na linha de ordem 2017 diferente de

mag17. Mas isso é um absurdo, pois somente pode existir um nimero “pequeno” por linha. Isto é, ndo existe

o tridngulo anti-Pascal de 2018 linhas.

De fato, foi provado [23] que nao existe tridngulo anti-Pascal de mais de 5 linhas.
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4.2 Particao de um Conjunto. SL da IMO 1990 P15

Determine para quais inteiros positivos k£ o conjunto

X = {1990,1990 + 1,1990 + 2, - - , 1990 + k}

pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos A e B tais que a soma dos elementos de A seja igual a

soma, dos elementos de B.

A IMO 1990 foi realizada na cidade de Beijing, China [20]. O problema acima foi proposto pela delegagao do México
[38].

Solugao:

Os elementos do conjunto X formam uma progressao aritmética de passo 1 e valor inicial 1990 e sua soma sera:

1990 + 1990 + k)
2

k(k+ 1)
2

5(X) = ( (k+1)=1990- (k+1) + (4.2.1)

Como queremos que a soma dos elementos de A seja igual a soma dos elementos de B e estes conjuntos sao disjuntos

segue que
kE(k+1)

s(4) = 58) = 2 —g05. (k41 4 HE

5 (4.2.2)

Sendo A e B subconjuntos de X suas somas, S(A) e S(B), sdo ntimeros inteiros, logo S(X) deve ser um nimero
par. Isto somente acontece quando 4 divide k(k + 1).

Existem quatro possibilidades para k: (i) k = 4r, (ii) k = 4r + 1, (iii) k = 4r + 2 e (iv) k = 4r + 3 com r inteiro
positivo ou zero.

(i) Se k = 4r, entéo k(k + 1) = 4r(4r + 1) e 4 divide 4r(4r + 1).

(ii) Se k =4r + 1, entdo k(k + 1) = (4r + 1)(4r + 2) = 2(4r + 1)(2r + 1) e 4 nao divide 2(4r + 1)(2r + 1).

(iii) Se k = 4r + 2, entdo k(k+ 1) = (4r 4+ 2)(4r + 3) = 2(2r + 1)(4r + 3) e 4 néo divide 2(2r + 1)(4r + 3).

(iv) Se k = 4r + 3, entao k(k + 1) = (4r 4+ 3)(4r +4) = 4(4r + 3)(r + 1) e 4 divide 4(4r + 3)(r + 1).

e Suponha primeiro que vale (iv) k = 4r 4+ 3. Neste caso X pode ser particionado em subconjuntos disjuntos e
consecutivos da forma

{1990 + 47,1990 + 41 + 1,1990 + 41 + 2,1990 + 4/ 4 3}
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com [ inteiro e 0 <[ < r. Isto é,

X = | {1990 + 41,1990 + 41 + 1,1990 + 41 + 2,1990 + 41 + 3}
=0

Para ter subconjuntos A e B de igual soma e disjuntos coloque os elementos da forma 199044/ e 1990+ 4[4+ 3

em A e os elementos da forma 1990 + 41+ 1 e 1990 + 4] + 2 em B.

A= {1990 + 41,1990 + 41 + 3}
=0

B = {1990 + 41+ 1,1990 + 41 + 2}
=0

Substituindo k = 4r 4+ 3 em (4.2.2)) encontramos

S(A) = S(B) = (r+1) - (3980 + 4r + 3)

e Agora estudaremos o caso mais desafiador (i) k& = 4r. O conjunto X possui 4r + 1 elementos, logo nao
pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos do mesmo tamanho. A primeira tentativa de particao

chamaremos “gulosa”: colocamos os 2r maiores elementos em A, e os 2r 4+ 1 menores em B,. Isto é,

Ay ={1990 4+ 2r +1,1990 + 2r + 2, -- ,1990 + 4r}

By ={1990,1990 + 1,--- ,1990 + 2r}

Qualquer outra partigao disjunta de X com o mesmo niimero de elementos em A e B e “nao gulosa” tera soma
menor dos elementos de A e soma maior dos elementos de B. Isto ¢, com | A |=| A, | e | B |=| By |, temos

S(A) < S(Ag) € S(B) > S(Bg)-

Os elementos em A4 e By, resultados da parti¢do “gulosa”, formam progressoes aritméticas de passo 1. Suas somas
Sao

S(Ag) = (3980 +6r +1) - r
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S(Bg) =(1990+7r) - (2r+1)

Igualando as duas equacoes acima encontramos para r um valor que nao ¢ um namero inteiro:r ~ 22, 3. Isto é, a
primeira tentativa de particao de X nao foi bem sucedida. Porém, podemos concluir que com este tipo de particao
S(Ay) < S(By) quando r < 23 e S(Ay) > S(By) quando 7 > 23. Exemplo, substituindo 7 = 22 encontramos
S(Ay) — S(B,y) = —54 e substituindo r = 23 encontramos S(A4y) — S(B,) = 126. Com isto concluimos que no caso
k = 4r e r < 23 nao é possivel particionar X para satisfazer que S(A) = S(B), pois a particao “gulosa” era a melhor
escolha. Porém, no caso k = 4r e r > 23 uma particao “nao gulosa” resolve o problema.

A segunda particao, “nao gulosa”, é encontrada a partir da primeira, “gulosa”, e com a ajuda de recursos computa-
cionais. No caso k = 4r e r = 23 sejam

A* = {2035,2036, - - -, 2051} | J{2053,2054, - - -, 2081}
B* = {1990;1991; - - -;2034} | J {2052} (] {2082}

e vale que S(A*) = S(B*). Substituindo k& = 92 em (4.2.2) encontramos S(A*) = S(B*) = 94674. No caso k = 4r
e r > 23 use os conjuntos A* e B* como ponto de partida e continue a separacio dos elementos de X para k > 92
como no caso (iv) k = 4r + 3. Resumindo, existe solugdo para o problema quando k = 4r + 3 com r inteiro positivo

ou zero e quando k = 4r e r > 23 com r inteiro positivo.



Capitulo 5

(Geometria

5.1 Teorema de Ptolomeu. IMO 2000 SL-P4

5.1.1 Teorema de Ptolomeu

Teorema de Ptolomeu: Em um quadrilatero inscritivel A; A3 A3 A, o produto das diagonais é igual a soma
dos produtos dos lados opostos (figura . Isto é, vale
A1A3 A0 Ay = A1 Ay - As Az + A Ay - A3A4 (511)

A forma inversa também é verdadeira. Se (5.1.1]) valer, entdo A3 A3 A3A, é um quadrilatero inscritivel.

101
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Teorema de Ptolomeu: A Ag- AsAy = A1 Ay - AyAs + AAy - AsAy

Figura 5.1: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o produto dos comprimento
das diagonais (em amarelo) deve ser igual a soma dos produtos dos lados opostos (azul e vermelho) e viceversa.

Demostragao da forma direta do Teorema de Ptolomeu: Suponha que A4;A4;A34, ¢ um qua-
drilatero inscritivel. Com referéncia a corda A;As os angulos A1A4As = A1A3As = « enchergam o mesmo
arco de circunferéncia. Analogamente, focando na corda A;As os angulos A A4A3 = As A1 A3 = B enchergam o

mesmo arco de circunferéncia. Posicione um ponto D no interior do segmento A;As de tal forma que os dngulos

A3AsAy = A1 A3 D = v sejam iguais. Veja figura[5.2]
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Teorema de Ptolomeu: A Az - AyAy = AAy- AyAs + AjAy - AsAy

Figura 5.2: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Posicione um ponto D no interior do segmento
Aq A3 de tal forma que os dngulos A3A3A4 = A1 A3 D = 7y sejam iguais.

Os tridngulos A1 43D e A4 A5 A3 sao semelhantes pelo critério dngulo-angulo. Segue que

AAs  AD AyD
AA; — AAy AqAg (5:1.2)

A figura[5.3] ajuda a entender a semelhanca.
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Teorema de Ptolomeu: A Az - AyAy = AAy- AyAs + AjAy - AsAy

Figura 5.3: Os tridngulos A; A2 D e A4 A5 As sdo semelhantes pelo critério angulo-angulo.

Os triangulos A3 AsD e A4 A2 A sao semelhantes pelo critério angulo-dngulo. Note que os dngulo A1 A5 A4 = A3AsD

sao iguais, pois o dngulo DAs A4 é uma parte comum. Segue que

AsAy  AsD A,D
AgAs A A/ (5.1.3)

A figura[5.4 ajuda a entender a semelhanca.



CAPITULO 5. GEOMETRIA 105

Teorema de Ptolomeu: A Ag- AsAy = A1 Ay - AyAs + AAy - AsAy

Figura 5.4: Os triangulos A3AsD e A4AsA; sdo semelhantes pelo critério ngulo-angulo.

Note de (5.1.2]) que A1 Ay - A3Ay = A1 D - As Ay e de (5.1.3) temos A1 Ay - Ay Az = AzD - As A4. Somando as duas
equagoes anteriores

A1Ay - AgAz + A1 Ay - AsAy = A3D - Ay Ay + A1 D - Ay Ay
A1Ay - AsAz + A1 As - A3Ay = (AsD + A1 D) - Ay Ay
Mas AsD 4+ A1 D = A1 Az, como queriamos provar.

5.1.2 IMO 2000 SL-P4

Seja A1 As...A, um poligono convexo com n > 4. Prove que A;As...A, é inscritivel por uma circunferéncia se, e

somente se, a cada vértice A; pode ser associado um par de nameros reais (b;,¢;), 7 = 1,2, ...n, tal que

Al'Aj = bjCi - biCj (514)

para todo i,j com 1 <1i < j < n.

A IMO 2000 foi realizada na cidade Taejon, Coreia do Sul [20]. Problema proposto pela delegacao da Russia [38§].

Solugao:
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Primeiro, suponha que a cada vértice A; pode ser associado um par de ntimeros reais (b;,¢;), j = 1,2,...n, tal que
A;A; =bjc; — bicj para todo i,j com 1 <7< j < n.

Para provar que o poligono A1 As...A,, é inscritivel basta provar que os quadrilateros Ay A A3A; com 4 < i <n sdo
inscritiveis. Ou pela forma inversa do Teorema do Ptolomeu que

ArAs - AsAy = AjA; - AsAs + Ay Ay - As A, (5.1.5)

Note de (5.1.4) que
A1A3 = b301 — b163

A A; = bicg — boc
A1 A; = bjer — big
AgsAs = bgcy — bocs
A1 Ay = by — bieo
AsA; = bies — bse;

Subtituindo-se as 6 equagdes anteriores em ([5.1.5])
(b361 — blcg) . (b102 — bQCi) = (bicl — blci) . (bgCg*bQCg) + (bgcl—blcg) . (b103*b301)

verifica-se a igualdade.
Segundo, suponha que A; As...A, ¢ inscritivel. Logo, os quadrilateros A1 A2A;A; com 3 <14 < j < n sdo inscritiveis.

Pela forma direta do Teorema de Ptolomeu vale que

A1A; - AsAj = A1Aj - Ag Ay + A1 Ay - AGA; (5.1.6)
Segue que
Aq Ay A A;
AA; = LLAA — L. Ay A, 1.
i41j A1A2 2415 A1A2 2444 (5 7)

Na equagao anterior faca ¢; = ﬁiﬁ; Vi, b; = AsA; Vi>2e by = —A1As.

AiAj =C; bj —Cj b1 (518)

Isso conclue a prova do exercicio para todo 4,5 com 1 <i < j < n.
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5.2 Distancia entre Pontos na Semicircunferéncia Trigonométrica. SL

da IMO 1975 P15

5.2.1 Distancia entre Pontos na Semicircunferéncia Trigonométrica

A ﬁgura mostra os pontos A; e A; em uma semicircunferéncia de raio 1 e centrada em O = (0,0). O segmento
BA, representa a horizontal. Sejam os angulos ZA;0A; = o; e ZA;OA; = 5. Suponha, sem perda de generalidade,

que a; > o4.

aj—a
Semicircunferéncia Trigonométrica A d(A;, Aj) = 2sen (%)

Figura 5.5: Distancia entre dois pontos medida por uma corda na semicircunferéncia trigonométrica (raio 1).

Proposigao: A distancia entre os os pontos A; e A; pode ser calculada como

d (A, Aj) = 2sen <aj ; ai) (5.2.1)

Demonstragao: As coordenadas dos pontos em um sistema cartesiano sio A; = (cos (o), sen (o)) e A; =
G J
(cos (aj), sen (e )). Logo a distancia sera

d(A;, Aj) = \/[cos (aj) — cos ()] + [sen (o) — sen ()]

Desenvolvendo os quadrados e usando a identidade trigonométrica fundamental (cos?(x)+sen?(z) = 1) encontramos

d(A;, Aj) = \/5\/1 — cos (o) cos (a;) — sen (aj) sen (o) (5.2.2)

No proximo passo usaremos as identidades trigonométricas da mudanga de um produto de cossenos e senos em

somas:
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cos(x —y)+cos(z+y)

5 (5.2.3)

cos (z) cos (y) =

cos (x —y) — cos (z +y)
2

(5.2.4)

sen (x) sen (y) =

Segue que (5.2.2) se transforma em

d(A;, Aj) = \/5\/1 —cos (aj — ) (5.2.5)

A partir da identidade do cosseno do angulo duplo, cos (2z) = cos?(x) — sen? (z), encontramos que cos (2z) =

2cos*(x) — 1 e cos (x) = 2cos?(%) — 1.

Trocando x por a; — a; na tltima igualdade encontramos

d(Ai, Aj) = \/5\/2 — 2c0s? (ajgai)
Usando mais uma vez a identidade trigonométrica fundamental

d (A, Aj) = 24 sen? (Oé];al> =2 sen (O‘J;al) |

Como 0 < =5% < 90° temos que sen (a’;ai) >0ed(A;,A;) =2sen (u)ﬂ

2

5.2.2 SL da IMO 1975 P15

E possivel colocar 1975 pontos em uma, circunferéncia de raio 1 de tal forma que as distancias entre qualquer par

de pontos (medida pela corda que os coneta) é um namero racional?

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [20]. O problema acima foi proposto pela delegagao da

antiga Unido Soviética [3].

Solugao:

Assuma que o centro da circunferéncia estd no ponto O = (0,0) e que os pontos A;, Aa, ..., A1975 sdo colocados na
semicircunferéncia superior. Chame aos dngulos

ZA;OA; = oy com 1 <i <1975, ap =0 e oy < o para todo i < j.

De (5.2.1)) a distancia A;A; é igual a d(A4;, A;) = 2sen (%) Usando a identidade para o seno da diferéncga

sen(xz —y) = sen (x) cos (y) — sen (y) cos (x) podemos escrever

d(A;, Aj) = 2sen (%) cos (%) — 2sen (%) cos (%) (5.2.6)
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Qi

A distancia serd um nimero racional se sen ( > ) e cos (%) sao racionais para todo 1 < i < 1975.

Note agora que é possivel escrever para todo t € Q que

(2) = 2t

sen(z) = 5
t2—1

cos(w)—t2+1

pois —1 < % <le-1< g—_ﬁ < 1. Adicionalmente
2\, (-1 C
t2+1 24+1)

Logo, existe um ndamero infinito de valores de ¢ racionais, e tdo pequenos quanto se queira, para os quais sen (x) e

cos (x) sdo nlimeros racionais e por ([5.2.6) a distancia entre os pontosA; e A; serd um numero racional.

Um grafico iterativo em Geogebra das fungdes que aparecem nesta se¢ao pode ser visto em [39].
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