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MODELADO MATEMATICO DE UN
CUADRICOPTERO PARA SIMULACION
FUNCIONAL

Resumen- Los artefactos aéreos con cuatro, o mas, rotores seis grados de libertad, tres para la posicion (X, y, z), tres para la
horizontales han sido objeto de una acelerada evolucion en los orientacion (viraje, elevacion, rotacion), y solo cuatro

sistemas, estudiantes de ingenieria de control, y aficionados en holonémico. Es decir, es un sistema subactuado [5] o que posee
general se encuentran trabajando para lograr laimplementacion de un ndmero menor de salidas de control en relacion a los grados

modelos y controladores méas robustos, de manera tal que se pueda de libertad tant d d traslati .
trabajar con simulaciones mas detalladas, precisas, y por tanto mas € libertad'y portanto no puede moverse de manera trasiativa sin

realistas en el comportamiento de los cuatrirotores. Muchos autores @ntes rotar sobre uno de sus ejes.

pensando a futuro en una implementacién practica y limitada en

potencia de cdlculo por la impuesta ligereza en peso, optan por La anterior condicién operativa, hace al cuadricoptero
mantener relativamente simple el modelado de la dinamica del un sistema inestable por naturaleza (lazo abierto) y de muy dificil
vehiculo lo cual hace posible controlar al cuadrirotor utilizando  control debido al acoplamiento no lineal entre los actuadores y
técnicas de cc.mtroll clégi'co de los sjs}emas lineales como gl PID, por|gg grados de libertad [6]. Es por estas condiciones que es un
medio de la linealizacion de la dindmica de comportamiento del proyecto de mucho interés en el area de ingenieria de control, ya

dispositivo alrededor de un punto de operacion que usualmente se ue la requlacion de la posicién. la requlacién de la orientacion
escoge segun donde el artefacto deba rondar. Sin embargo, el vueloq 9 P ’ 9 !

de rango amplio 0 con maniobras més complejas exige un mejor junto con la regulacion de las velocidades lineales y angulares

desempefio del sistema de control, necesidad que solo puede sei€Xige una robusta arquitectura de control, ya que es
lograda por la utilizacion de las técnicas de control no lineal, ya que indispensable coordinar el funcionamiento de los cuatro rotores
estas consideran una forma mas general de la dindmica del vehiculo a un mismo tiempo para poder cumplir con las exigencias de la
en todas las zonas de vuelo, pero estas implican a su vez un modelomaniobra de vuelo.

mas completo del artefacto aéreo.

A este respecto debe indicarse que el modelado
matematico del cuadrirotor consiste en la descripcién de su
dinamica de cuerpo rigido, la cinematica con respecto a los
marcos de referencia, fijos y del vehiculo, y de las fuerzas
aplicadas al cuadrirotor durante las maniobras. En funcion de lo
gnterior se hace necesario indicar que existen varios métodos

modificar su posicién y su orientacion por medio de cuatrdara determinar el modelo del artefacto. En primer lugar, estos

rotores o hélices que son controladas en su rotacion de man8HY dueenevsa:garuindzs(,jeersgtraltpecrlr%ri]ni?j;a d(;?;”;'g; %Zﬁ;serggugg;ggés
independiente y que en suma de sus acciones proveenyf’}:lq P P

actuacion en esta clase de vehiculos aéreos. de Euler [7], o por medio d? la aproximacion de E_uIer—Nevvton
[8], o por medio de la aproximacién de los Lagrangianos [9]. En
%egundo lugar, estos pueden variar en la representacion final de

En cuanto al campo universitario, se busca expandirﬁ cinematica y la direccion del eje ‘z’ del marco de referencia
capacidad de maniobrabilidad en la teleoperacion, autonomia, & y g

inteligencia [1] con el fin de poder utilizarlo en operaciones d(gel artefacto.
vigilancia o reconocimiento, inspecciéon de instalaciones y
estructuras, mapeo de terrenos [2], busqueda y rescate [3],
combate de incendios, 0 como un elemento dentro de un grupo

que debe dar cumplimiento a una tarea de propdsito general [g].]tores

Palabras Clave-- Cuadricéptero, Modelado Matematico,
Espacio de Estado, Linealizacion, Simulacion.

[. INTRODUCCION

El cuadricéptero es un artefacto volador que pued

Il. ANTECEDENTES

De las diversas revisiones se aprecia que muchos

optan por mantener relativamente simple el modelado de

Sin embargo, existen varios problemas operativos qul(g1 d|qam|ca (_jgl veh|c,ulo_ lo cual hace p,os.|ble contrglar al
Hadnrotor utilizando técnicas de control clésico de los sistemas

tienen que ser resueltos o mejorados para poder utilizarlos %ales como el PID como se indica en los trabajos de Hoffmann
aplicaciones reales. Uno de estos problemas es el hecho de 81 [10], Goela et al [11], Erginer et al [12], Jategaonkar [13],

como artefacto aéreo y en términos de la Ingenieria Aeronauti ,
es un sistema altamente no-lineal y multivariable, ya que pos é)WI'ng et al [14], Bouabdallah et al [15], y Pounds et al [16],



por medio de la linealizacion de la dinamica de poramiento
del dispositivo alrededor de un punto de operacime
usualmente se escoge segun donde el artefactoateta. Sin

embargo, el vuelo de rango amplio o con maniobras m

complejas exige un mejor desempefo del sistemaonieot,
necesidad que solo puede ser lograda por la wiizade las
técnicas de control no lineal.

saturacion de los actuadores y las restriccionéssesalidas del
espacio de estado se implementaron para analeseehario del
peor caso en el disefio de las leyes de control.

En el trabajo presentado por Courses et al [22], se

desarrolla el modelo matematico, totalmente dindmite un
cuatrirotor comercialmente disponible al publicogameral y
presentan su desempefio a poca altura bajo un esgdem

Por otra parte, la necesidad de un modelo no linealontrol por modo deslizante, la cual es una téaocacida por

preciso de la dinAmica del cuadrirotor puede sisfeaha por
medio de la utilizacion de métodos adaptativos pguedan
reaccionar ante la perturbacion y corregir los regoen las
estimaciones de los parametros del modelo por nusdiajuste
de los parametros ante situaciones adversas. Eseesi€lo,
métodos como el Control Adaptativo por Refereneiditbdelo
propuesto por Whitehead et al [17] podrian sdizatios para
tal fin.

su robustes en mantener el punto de operaciéna gdesas
perturbaciones y variaciones durante la operat@planta fue
modelada de manera no lineal y con variables dadest
fuertemente acopladas.

I1l. PRINCIPIOS DE OPERACION DEL CUADRIROTOR

En un cuatrirotor, cada rotor y su propela asocesla
responsable de cierta cantidad de empuje en &kdjieal (4,

Trabajos recientes en la bldsqueda de la autonomfagura 1) y par torsor sobre su centro de rotaeidrel plano

operativa de un dispositivo cuadrirotor utilizaromtodos

adaptativos indirectos basados en los minimos adadrmara el
problema de la masa del vehiculo. Sin embargo, stdds

métodos indirectos basados en las diferencias E#trealidas
esperadas y las actuales de la planta corrigesrtoses en los
pardmetros, pero no lo hacen de manera explicitdogn
pardmetros del modelo, como silo hacen los médimstativos
directos sugeridos por Craig et al [18] para losipdadores
mecanicos roboticos.

horizontal de ubicacion (plang,w,, Figura 1), asi como de
cierta fuerza de arrastre opuesta a la direccidrud® por los
efectos de la velocidad de desplazamiento sobrpedil
aerodinamico.

En cuanto a las cuatro propelas, asociadas a ota r
estas no son todas iguales. De hecho, estas skerlien dos
pares, dos que empujan por girar a derechas yugokajan por
rotar a izquierdas, es decir, un par rota y el paocontrarrota.
Como consecuencia, el torque resultante en el flarimontal

En el trabajo presentado por Becker et al [19], sele ubicacion puede ser nulo si todas las proggtas con

desarrolla una herramienta computacional
especificamente para simular la dindmica del OSdu#d se
implementa en MATLAB por medio del Simulink. El grama
permite la prueba de respuesta de diversos sensiitass para
las sefiales generadas, asi como varias técnicamtiel. Este
ambiente de simulacién fue especificamente utiizamh este

disefiadi@éntica velocidad angular, lo cual le permite tedfpo de

vehiculo aéreo permanecer en la misma posicionbyessu
centro de gravedad. Véase la Figura 1.

Con el objeto de determinar la orientacion o pastied
aeroplano en torno a su centro de masa, se defiiesn

caso, para probar la capacidad de evasion de ohlstac pardmetros dindmicos identificados como los angMosje o

utilizando sensores por ultrasonido.

Con el objetivo de disefiar un helicoptero cuatnirot

practico, Pounds et al [20] crean el “X-4 Flyer K& el cual
es una plataforma cuatrirotor estructuralmente stzbicon
armazon y avidnica construida a la medida y capaaité carga
de hasta 4 kg. Tiene la particularidad de que séfiti y
construccion de las propelas es aero-elasticalase conocer
los resultados de desempefio de esta caracter(Stin@ tal, el
cuatrirotor incluye en los rotores balanceo poorntes lo cual
permite el ajuste de las caracteristicas de bdadapala. Efecto
gue también se incluye en el modelado dinamicadefacto
desarrollado en MATLAB y de cuyas simulacionesespgnde
gue la configuracion y funcionamiento inverso dgdeopelas es
beneficioso para el vuelo del cuadrirotor.

Giro (Yaw), Cabeceo o Elevacion (Pitch), y Rotacion
Inclinacion (Roll), los cuales se muestran en uFa 1.
u

z

Ux

Inclinacién _

Elevacion 4

3 2

Figura 1 Angulos de rotacién del
Cuadrotor.

En cuanto al cuadrirotor, segln se aprecia erglar&i
2, los cambios en el valor del angulo de elevas®logran por
la variacion en la velocidad de rotacién entreplapelas 1y 3,

Por otra parte, Mokhtari et al [21] presentan unamanteniendo constante la velocidad de las progejas lo cual

linealizacion mixta por realimentacion robusta controlador

resulta en la traslacion hacia atras, Figura 2eaia adelante,

lineal GH-~ aplicado a las no linealidades del cuadrirotor. LaFigura 2b.
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Baja Velocidad

Figura 2 Algunas acciones para movimiento simple del
Cuadrirotor.

conjunto, los helicopteros cuatrirotor no requien@or de cola

ni requieren control en el angulo de ataque d@édas de los

rotores para el desarrollo de maniobras aéreasjugaesta
funcionalidad de controlar de manera independiantelocidad
de rotacién de cada una de las hélices, apartecdementar o
decrementar el empuije vertical, permite cambipaetie torsion
aplicado sobre el cuerpo principal, con lo cuakbmina la
necesidad de un par de torsion adicional para @antfos
virajes.

A. Sistema de Coordenadas.

tanto en la definicion de los ejes como en el pctaluectorial,

y donde la direccion positiva del ejges en la direccion desde
la tierra, contraria al efecto de la aceleracionalgravedad
(vector unitariou,, Figura 1). Usando este mismo sistema se
define la posicion del cuadricoptefy su posturg.

El eje Z; es perpendicular a los ejg y Yy ¥ su
direccion positiva es en la direccion de las fusdmempuje de
los propulsores. En este sistema de coordenadietesgninan
las velocidades lineale#®, las velocidades angulares, las
fuerzas® y los pares de torsiaf.

En esa misma idea, la posicion del cuadricopted es
Como se puede inferir al observar la Figura 2 en sdefinida segun el vectaf, como se indica en (1) entre los
origenes dé&*F y FB. Véase la Figura 3, donde:

E=[Xe, Yo, Zg|" &

Ya

7" Sistema Movil
F” de Coordenadas

Sistema Inercial }A,::”

de Coordenadas S~
Figura 3 Sistemas de coordenadas de referencia.
mientras que la postura del cuadricéptgresta definida segun

Cuando un cuadricdptero esta navegando por uniespada orientacion efr® con respecto del sister& como se indica

tridimensional lo hace en dos sistemas de coor@erdifibrentes.
Uno de estos sistemas es el de coordenadas dellehion
supra indice “B”, que esta afectado por el empegadollado
por los rotores. El otro, es el marco de navegamdrsubindice
“E”, donde fuerzas como la gravitacional tienerrespntacion

en (2). Para obtener la orientacion del cuadricopa términos
de sus &ngulos, el sistema de coordenadas delcdéne que
ser enlazado con el sistema de coordenadas deatidey la

manera de lograr esto es con la implementaciéosdrigulos de
Euler. Es decir, la orientacion esta definida saggsrotaciones

en su influencia. consecutivas en torno al sistema de ejes coordefadalonde
se definen los valores de inclinacias),(elevacion §), viraje

En ese sentido, para poder desarrollar el modely). Véase la Figura 4, donde:

matematico del cuadricoptero se hace imprescindibfir _ T
primero los sistemas de coordenadas con los ceeal@sieda n= [¢’ g, [//] @)
describir los movimientos del vehiculo aéreo. Edtisssistemas
segun Beard [23] son: T
> Sistema de coordenadas inercial o de navegacion i Qr (2 il

(fijado en la tierraFF). p(v\ "
> Sistema de coordenadas movil o del cuerpo (fijado e \ T

el vehiculo F®). P L S,

e \ T
Donde algunas propiedades fisicas del cuadricoptero .p-‘of Fie Perpendicular

(Vertical)

como: inclinacion, elevacion, viraje, velocidad alag pueden
ser son medidas &, mientras que otras propiedades como la
aceleracion lineal puede ser cuantificadd&&n

Figura 4 Ejes de rotacion de cualquier
aeronave.

En cuanto a las ecuaciones de movimiento del vighicu
FE es el sistema inercial de coordenadas de navegaciés mas adecuado formularlas en el sistema defpudB® por
y es el punto de referencia para el artefacto. Eistema de diversas razones, entre ellas: la matriz de ingleisistema es
coordenadas de referencia puede ser colocado dseae invariante en el tiempo, las ecuaciones de sisgensamplifican
conveniente, pero una vez establecido debe qu@glanfcuanto a causa de la simetria en la armazon del cuadeodptas
el cuadrirotor comienza a moverse. mediciones de la sensorica son facilmente convesti sistema
de coordenadas de referengfa con lo cual se simplifican las
Como tal,FE se rige por la regla de la mano derechavariables en las ecuaciones de control.



B. Angulos de Euler.

Los angulos de Euler son tres angulos introdugitos
Leonard Euler para describir la orientacion de ugrgo rigido
en el espacio con respecto a un punto de referene@ae mismo
espacio. De manera general, para describir latad&m de un
objeto en un espacio Euclidiano se requieren esnpetros Z
Y X, los cuales pueden ser dados de diversas maaengue en
avibnica se prefieren los angulos de Euler [24h3¢gla Figura
4.

Estos, también pueden ser utilizados para desdtaibir
orientacion de un marco o sistema de coordenadadetencia,
relativo a otro y su transformacion en las coordasade un

punto en un marc@ en las coordenadas del mismo punto»

espacial en otro marco de referenBia..os angulos de Euler se
denotan tipicamente como: ¢D]-7T,77] HD}7 g[ ,

wO|-mn,

realizar la identificacion de parametros en lazvag® durante

el vuelo del vehiculo. El formalismo de las ecuae®de Euler-

Lagrange y las ecuaciones de un motor de corriesrtéinua

comercial se utiliza para modelar con la mayor ipi@c

plausible una posible maqueta de trabajo. El fasmel de las

ecuaciones de Newton-Euler, la identificacion delehos, los

elementos aerodindmicos de las palas en rotoresrciates, y

la teoria de momentos se utilizan para modelaruanlrirotor

gue sea factible de construir. En cualquier cdsopdelo que se

pretende desarrollar tiene las siguientes consiaeres:

> La estructura o cuerpo del dispositivo se asumezque

rigida.

El cuerpo de la estructura tiene simetria longrtaby

transversal.

Hay coincidencia entre el centro de gravedad y el

origen de los ejes de simetria.

> Las propelas son rigidas.

> El empuje y el arrastre de las propelas son
proporcionales al cuadrado de la velocidad angldar
esta.

v

Un aspecto muy importante de los angulos de Esler e

que representan una secuencia de tres rotaciomeerhles
sobre ejes distintos, de manera tal que cualquientacién

puede ser obtenida por la composicién de estasdt@siones
elementales, como se indica en (3). Obviamenias estaciones
inician en una orientacion cominmente conocida cowiza

Lee et al [25].

De manera tal que las coordenadas inerciales
posicién y las coordenadas de referencia del cuespo
encuentran relacionadas por la matriz de rotacdidintensional,
que es lo equivalente a la multiplicacion de ladrives de
rotacion de cada eje como se muestra en (3).

© = Ry,(¢ 6, ¢) = R(®TR(OORY) ©)

Como se indica en (3), esta matriz proporciona |

conversién desde el cuadricoptero al marco de rRei@y,
Aungue también puede ser necesario en algunosieadizar la
transformacion desde el marco de navegacion al andet
vehiculo, lo cual puede ser logrado sin mayor ol al
realizar la transposicién de la matriz de rotaciomo se indica

en (4). REB _ [ R&]T @

IV. MODELADO MATEMATICO DEL SISTEMA

Los dispositivos aéreos bajo el principio de stataon
tipo helicoptero son sistemas mecanicos de elexaualejidad
gue relnen numerosos efectos fisicos resultanteslade
aerodinamica y del dominio de la mecanica [26]. \deolos
efectos principales que se debe considerar el mddetiel
cuatrirotor és el giroscopico, tanto por la rotadi@ las hélices
como por la rotacion del conjunto durante la re&lian d las

J@aniobras de vuelosegun lo establecido por Mullhf2i].

A. Matriz de Rotacién, Consideracion Aeronautica.

Como se indic6 anteriormente, la rotacion de unprue
rigido en el espacio puede ser parametrizada ariia los
Angulos de Euler. Sin embargo, existen otros métauomo:
Cuaternios o los angulos de Tait-Bryan [28] masaddos para

Su aplicacion en una aeronave real.

En particular, considerando un sistema de coordenad
orientado segun la regla de la mano derecha,dasdtaciones
mas simples que se pueden hacer de manera indiwdua
separada se pueden representar por:

R(x,¢ ) para la rotacién sobre el eje x.
> R(y,s ) para la rotacion sobre el eje y.
> R(zy ) para la rotacion sobre el eje z.

cuyas expresiones matriciales corresponden a @), gon las

Vs
. ) . . . . . . .D - —,—
El concepto seguido en este trabajo para el modeladiguientes limitaciones en el valor de gird. } 2 Z[ ,

dindmico fue el de escribir las ecuaciones fisirissistema,
obtener los parametros de relevancia para el ddisaciel

modelo computacional e identificar solamente ladiita de los
actuadores (propelas), que son los de mayor impoaaara el
caso del cuadrirotor. Con esta aproximacion, se kacpoco
mas facil la determinacion y construccién computaai de los
modelos dinamicos de sistemas inestables, ya qae posible

T
HD} 2 Z[ Y D};%’[ , las cuales se establecen por el hecho

de que las variaciones angulares (derivadas cqrects al
tiempo) en los angulos de Tait-Bryan pueden daariug
funciones discontinuas, lo cual es una condiciéy diferente
de las variaciones angulares de una aeromawg () que son
medidas fisicamente por giroscopios o unidades el@iaidn



inercial y cominmente utilizadas en ingenieria egpacial para
medir las rotaciones y orientacion espacial detarzave.

gue la magnitud de estos son por lo general mievanas
pequefios que los momentos de inercia con lo cunhtaz de
inercias se simplifica a solamente la diagonalqgipil. Con esta

En cuanto al aspecto matematico, la matriz deonsideracion, la expresion para la energia cméiene a ser:

transformacion para llevar desfieq,r]”  [¢zé. 1//]T viene dada =1 |x><(¢—z//sen9)2
segun Etkin [29] como: 2 1 2
D o +E Iyy(Hcosgo+ Y serp co§) (20)
q|=R| & (5) 1 : 2
+=1z46 a3
. v 5 zz( serp Y co® c )

siendo la forma de la matriz de transformaciénua se indica
a continuacion:

1 0 - serd
R =|0 cosp serp cof (6)
0 -serp co® cAd

B. Modelado del Cuerpo del Cuatrirotor.

Para la determinacion del modelo dindmico de cimdqu
artefacto aéreo, se hace uso del conjunto de @asidnes de
Euler-Lagrange y la presunciones establecidas qureite ,
recordando que el Lagrangiano = Energia CinétiEmergia
Potencial, es decir:

L=T-V (7)

y la forma general de las ecuaciones de movimipatoel
método de Lagrange es:
oL

_dfoL
Fibed b e ®)
dt\dg/ oq
dondegq; es el sistema de coordenadas generalizadpey el
sistema de fuerzas generalizado.

Segun lo establecido en la Figura 3, el sistema&iale
de coordenadas fijado en la tierB, con la base ortogonal
definida por:[X,Y, Z , y el sistema movil de coordenadadd

en el vehiculoB, con la base ortogonal definida p@x;y, 7 y

como ya ha sido establecido previamente, si cuadgpuinto del
vehiculo experimenta tres rotaciones sucesivaspassble
expresar su ubicacion espacial en cualquier momaifitando
la expresion: X

rx,Y,z(Xiy,Z): F(@HJ/’) y
z

9)

Expresion que al ser derivada con respecto al temp

nos da las correspondientes velocidades en cada eje

En cuanto a la expresion para la energia cinéitiarse
que considerar los momentos de inercia (elementdad
diagonal principal de la matriz) y los productos idercia
(elementos aledafios a la diagonal principal).

Una de las ventajas de la simetria mecanica del

cuadrirotor es que permite ignorar los productoindecia ya

Por otra parte, la expresion para la Energia Pialenc
viene a ser:

V= gJ. (- xserd +ysep cas +zops @snf 1) (11)

sustituyendo ahora en el lagrangiano (8) y conaitty la
ecuacion de movimiento tenemos:

d(d_j a
—|—=|-—==T7
dt\gdp) dp °
d(ol) A
—| = |~ —=x=Ts
dt\gg/ I8

d(d_) a _
—| = |-—==T
dt\ay) oy ¥

que después de desarrollar de manera sucesiveguaaina de
las ecuaciones de: inclinacion, elevacion, y virsgeobtiene un
conjunto de ecuaciones que pueden ser simplifiqaolasedio
de la expresion de las velocidades y aceleracisegén los
angulos de Euler en el sistema inercial de refémesrt funcion
de las velocidades y aceleraciones instantaneasetiétulo
segln el sistema movil de coordenadas por medidade
utilizacion de la matriz de transformacion indicaae(6).

(12)

Donde el momento total actuando sobre los ejesz, y
es:
T, :b|(Q‘21 —Q§)+ery(Ql +QS_QZ —Q4) (13)
Ty = b|(Q§ —QJZ_)+ erx(_Ql —Q3+Q2 +Q4) (14)

r, =d(0? -0 +Q}-0?) (15)

Si ahora se considera una pequefia desviacion es tod
los &ngulos del artefacto aéreo, la dindmica deubsistemas de
rotacion viene a ser:

. 3,09Q,+9;-9,-Q,)
Q= +
IXx

16)
_ bl{Q2 - Q2 (
lyy Izzw€+ ( 2 4)
IXX IXX
o= Jrﬂ_Ql_Qs+Qz+Q4)+
lyy
17)

_ bl(Q5 -Q?
1zz Ixqu-o+ ( 3 1)
lyy lyy




(18)

d(Q% -Q3+Q} ‘Qazt) L Ixlyy
1zz I1zz ¢

['Z/:

C. Modelado del Motor Eléctrico y la Propela.

Para el modelado del motor, se considerard quesste

de tipo estandar de corriente continua que obededas
siguientes ecuaciones:

dt =U- Ry i(t) — ke (19)
dw
‘]mTtszem_Mfr (20)

donde M., =k [0(t) es el par de torsion del motvyes el

momento opositor por efecto de la fricciéon a caledarrastre de
la propela. Donde, si se ignora la inductanicjalel motor por
su pequefio tamafio, tenemos entonces que:

. u-—Kewy,
it)=—="m" 21
=" @)
donde:
dw, _ O B
Jm dt _kmdﬁ Mfr (22)
que es equivalente a:
Ja)——k%w—M+kmu (23)
T Rpa " R

en el caso de la propela se acople al motor porares un

engranaje reductor de velocidad, el momento opgsitioefecto

de la friccion a causa del arrastre aerodinamicedgude la

siguiente forma: 5

My = 2% (24)
fr nr

dondey] es la eficiencia del engranaje reductor de vebmtigt

es la relacion de reduccion. Lo cual es equivalante

1) d
wpropela = Tm =M fr = nr 3 Wy (25)

La inercia vista por el motor es:

2 — 2
J propelaw propela ™ 7 (o popela moté? m
J propel 26
= Jpropelaa motor — propzea ( )
nr

si la inercia de la propela vista por el motogSeiamotor L2
ecuacion del motor puede ser expresada en la stgu@ma:

J 2
TS
ot
; @7
m_u
Rmot

ecuacion que puede ser reescrita si se considera qu

1_ kA
T RJ
29
wmz—iwm— d cu,’;’]+—1u )
T /7r3‘Jt KT

Si se considera que la velocidad de rotacion de la
propelag,, , experimenta variaciones pequefias alrediedia
velocidad de operacién, la ecuacién anterior pusde
linealizada en torno dey,  por medio de una serieagéor de
primer orden, de forma tal que (29) puede ser réaswmon la
forma:

@y =—-Aw,+But C
con A=l+ ngdo B=_1  c= d‘:O (30)
ronrid KT nr-d

D. Resumen del Modelo del Cuatrirotor.

Segun lo pautado por el desarrollo matematico imnfer
se puede establecer que el vector definid({))pwzqﬂ,e,l//]T es

el contentivo de las coordenadas de posicién lineabular del
cuatrirotor en el sistema inercial de coordenaglas, vector

definido por[u, vV, W, p, g liT es el contentivo de las coordenadas

de posicién lineal y angular del cuatrirotor esisiema movil de
coordenadas. De las ecuaciones sobre la dinamiezlhieulo

en tres dimensiones, se puede establecer quedaistiemas de
referencia se encuentran enlazados por las sigsiegiaiciones:

v = R0Oj (31)

w=T Ly (32)
dondev=[x ¥ 4" OR® ,w:[g’o,e,w]T OR® vg =[uv,W]' OR® ,
wg =[p.q, r]T OR?, conR la matriz del rotacional definida en

(3), yT la matriz para las transformaciones angularessege
[30].

1 semptand cogp tad

T=|0 cosp - serp (33)
0 sery cosy
cost cod

de manera tal que el modelo cinemético del cuadriise puede
resumir segun se indica en (34).

Y el modelo dindmico completo, considerando las
fuerzas, del cuatrirotor en el sistema movil derdenadas en el
que f representa las fuerzas, la masa del vehiculd, las
inercias del sistema,la aceleracion de la gravedados pares

Si J es la inercia total vista por el motor tenemosde torsion por efecto de los rotoregJos pares de torsion por

entonces que:
_ k2 d

k

RY

“m ﬁwm nr33, (28)

efecto de las rafagas de viento, se indica en (35).



x=w[ serp sew +cags cgs W
V[cospseny -cog sap séh+
ucosy cod]

y =V[cospcosy +sew sap  séh-
wcosy senp -cop sap sé

u[cosé’sen//] (34)
2= wcosp codl] - |f serd]| + | cod sen
@= p+r[cosp targ] + o sery taif]
6= d[cosg] - 1] seryf
(,[/ =r ﬂ+ ﬂw
cosd  cod
-mg serd|+ f,, = n{ur qw- 1y
chosé? serﬂ + foy = 1{ = pwt 1
mgcosd cog] + f,, = f = n{ W+ pw- g )

Ty + Ty = Pl —arl y+qr| z
Ty+T, =gl +prl,—prl,

T, +7,, =1 ,—pgl ,+pgl
V. MODELO EN EL ESPACIO DE ESTADO

Segun lo establecido en el resumen anterior, seedef
el vector de espacio de estado que describe lanélie y la
dindmica del vehiculo aéreo como:

X=[@6,¢,p,0,r,u,v,W, XY, }:T OR¥  (36)

si ahora se aplican las leyes del movimiento de tbievge
pueden obtener dos formas alternativas del modedordco del
cuadricoptero, muy (tiles para el estudio del el vehiculo.

La primera, relacionada con (34) se puede exprisar
forma matricial como se indica a continuacion:

FTN/:REﬂB :m@z_ tREéS

con lo que la segunda, relacionada con (35) segperquesar de
la siguiente manera:

=t
X = m[sen;o se +cgs cgs €n

(37)

y:—f—n‘][coypsen// sefl -cag sgh (38)

7= g—f—nt] [cosp cod]

Si ahora se toma en cuenta la consideracion dgSDhs
en la que el vehiculo solo experimenta pequefiobicaen sus
angulos de orientacion durante las maniobras aacdeisu baja
velocidad de desplazamiento, se puede realizaiglaeste

. . ., - T T
simplificacion: [¢1, o, l//] :[p, a, r] , de maneratal que el modelo

dindmico del cuadrirotor en el sistema inerciatderdenadas

viene a ser:
X=-

#n

y:—L[cosrpseu/ seh- cgs  gn
m

L[ senp sef +cas cgs
m

7= g—L[cow cod]
m

[ (39)

y 1z
|

= g(,[/.'.i
|

X X

lo cual permite redefinir el vector de estadg sidaiente forma:

R T
X=[xy,2004,%yzpaf ORY? (40
A. Modelo Lineal en el Espacio de Estado.

Si se define la variablecomo el vector de control con
la siguiente formau = fo Ty, Ty, T, "Or* LEI procedimiento de

linealizacion se desarrollara alrededor de un pdatequilibrio
X , que para una entrada definida es la soluciésisteima de
ecuaciones algebraicas. Lo que también puedefa@iddecomo
el conjunto de valores del vector de espacio delesque para
una entrada constante es la solucion del sistegedraico de
ecuaciones, es decir.,
f(x,u)=0 (41)

Como la funciéonf en (41) es no lineal, los protdem
relacionados con la existencia o no de una Unitziso al
sistema de ecuaciones se incrementa ampliamente.

En particular, para el sistema de ecuaciones ya
establecido y que definen el comportamiento dedlidadptero,
es muy dificil de encontrar una solucion cerradacpasa de que
las funciones trigpnométricas se encuentran reladas unas
con otras de una manera no elemental. Por esta,rdad
linealizacion se desarrolla para un modelo singalidio donde las
oscilaciones en la postura sean pequefias, de nahepee la
simplificacién se fundamenta en la aproximaciédadiincion
senoidal a su argumento y la funcién cosenoidalumidad.

B. Linealizacién en el Espacio de Estado.

Como se indic6 anteriormente, a objeto de real&ar
linealizacion es imprescindible definir un puntoedgiilibrio, el
cual puede ser el que se indica a continuacion:

x=[0,0000000Q0%,y,4 OR? (2

ya que de las ecuaciones indicadas en (41), semlesdostrar
que la condicién de punto de equilibrio para (4€2)lstiene para
un valor constante de entrada definido por:

u=[mgo0,0d" OR* (43)



después de determinarse el punto de equiliBrio a gntrada
nominal correspondientd , se puede determinar fsaes

asociadas con el sistema lineal y que se encuetgtarminadas
por las siguientes relaciones:

Az ot(x, ) 44
Ix
_ 9t(x, 1)
B=—0— (45)

y si se consideran las perturbaciones por efectovidato
atmosférico, definiendoselas como:

— 6
0= funcr Fuys Fus T w7 w7 W}DR (46)
se obtiene la matriz correspondiente con la forma:
Jf(x,u,d)
D=—————+ 47)
ad

Quedando el sistema de variables de estado conmulisa a
continuacion: -
@=p
6=q
y=r

'p:TX+TWX

. (48)

Wz

E.
1
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1

u
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w
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VI. RESULTADOS DE LA SIMULACION

A continuacion se anexan una serie de imagenesoque
resultantes de la graficacion de los valores nuwnagdel modelo
matematico continuo y discreto en lazo abierto dpszribe al
vehiculo en la la simulacion de vuelo del cuadriedp en la
trayectoria mas simple cuando desde un punto dgrorton
coordenadas x=0, y=0, y z=0 se dirige a un Unicatgpule
llegada con coordenadas x =5.0,y=5.1,z=5.2.

En la Figura 5, se puede apreciar el mapa de golos

ceros en el plano S del modelo matematico contigiuo
linealizado.

sistema en lazo abierto ante una entrada escaléarionLa
razon para escoger este tipo de entrada se badahecho de
gue la trayectoria de navegacion se encuentraidefior puntos
de interés separados entre si, de manera tal quiajeldel
cuatrirotor de un punto de interés a otro se pusdhsiderar
como un cambio escaldén no unitario tridimensional.

Mapa de polos y ceros del sistema continuo

T e ok

. EieReal

Figura 5 Mapa de polos y ceros en
lazo abierto del sistema linealizado.

Respuesta del sistema continuo ante una entrada escalon unitario

Amplitud

Cseqncos
Figura 6 Respuesta al escalon
unitario en lazo abierto.

En la Figura 7, se observa la respuesta que surainis
MATLAB cuando se le consulta sobre el valor defdofos del
sistema en tiempo continuo, lazo abierto, y soisedngos de
las matrices de controlabilidad y observabilidaaitl a efectos
de verificar si las consideraciones de linealizagx@rmiten
controlar al vehiculo y observar de manera dirsegtavariables
de estado.

POLOS DEL SISTEMA CONTINUO:
0
0
0
-0.5000

-0.5000
-0.5000

coocooo

Rango de la matriz de controlabilidad en continuo=
12
Rango de la matriz de observabilidad en continuo=
12
Figura 7 Respuesta de
MATLAB sobre la ubicacion
de los polos y rangos de las
matrices.
En la Figura 8, se puede apreciar el mapa de pgolos

ceros en el plano Z del modelo matematico del reste

En la Figura 6, se puede apreciar la respuesta ddiscretizado con un periodo de muestreo de 0.1nskegu



Mapa de polos y ceros del istema dscrto, T,= 0.1 5

g

Eje Imaginario

EjeReal |

o .
ST

Figura 8 Mapa de polos y ceros del
sistema discreto.

de segundo orden, y uno de los polos se encuafira sl origen
con lo cual se establece que es un sistema margintd estable.

En la Figura 6, a diferencia de lo inferido de iguFa
5, se observa que el sistema en lazo abierto me sggundo
orden ni marginalmente estable, ya que variassleelgpuestas
del sistema ante una entrada del tipo escalonrimgan no
acotadas.

En la Figura 7, se aprecia la respuesta de MATLAB a
preguntarsele tanto por el valor de los polos d&ta en lazo
abierto, como por el rango de las matrices de otaitilidad y
observabilidad. En cuanto al valor de los polossiema se

En la Figura 18, se puede apreciar la respuesta daprecia que son nueve los que se encuentran dalysigen con

sistema discretizado con un periodo de muestr@dldsegundos
y en lazo abierto ante una entrada escaldn unitario

Respues1a del sistera discreto ante una entrada escalon unitario, T.= 0.1 5

\
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Figura 9 Respuesta del sistema
discreto a una entrada escalén
unitario.

segundos

En la Figura 10, se observa la respuesta que straini
MATLAB cuando se le consulta sobre el valor degdofos del
sistema en tiempo discreto, lazo abierto, y salzedngos de las
matrices de controlabilidad y observabilidadilidadfectos de
verificar si las consideraciones de linealizaciéernuten
controlar al vehiculo y observar de manera dirsegtavariables

de estado.

POLOS DEL SISTEMA DISCRETO:
1.0000
1.0000
1.0000
09512
09512
0.8512
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

Rango de la matriz de controlabilidad en discreto=
ans =

12
Rango de la matriz de observabilidad en discreto=
ans =

12

Figura 10 Respuesta de MATLAB
sobre la ubicacion de los polos y
rangos de las matrices.

VII. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LA SIMULACION

lo cual se establece sin lugar a dudas que ehssts inestable
por naturaleza propia ya que la multiplicidad depaobre el
eje imaginario es mayor a uno. En cuanto a losasudg las
matrices se aprecia que la respuesta es 12 paacadie ellas;
lo cual indica que el numero de ecuaciones lineatene
independientes es igual al nimero de variablest@ele, razon
por la cual se puede establecer que el sistemanté®lable y
observable en lazo cerrado.

Para el caso de la Figura 8, se ha discretizaglstema
continuo con un periodo de muestreo de 0.1 segpadouna
adecuada simulacién en MATLAB, apreciandose que est
modelo en lazo abierto tiene polos sobre el circumitario lo
cual indica que el sistema discreto en lazo abiestmestable
por naturaleza propia.

En la Figura 9, se comprueba la inestabilidad del
sistema discreto en lazo abierto ya que variagsieelspuestas
ante una entrada del tipo escalén unitario sorcotadas.

Enla Figura 10, se aprecia la respuesta de MATBAB
preguntarsele tanto por el valor de los polosid&tma discreto
en lazo abierto, como por el rango de las matrides
controlabilidad y observabilidad. En cuanto al vale los polos
del sistema se aprecia que son nueve los que sergran sobre
el circulo unitario con lo cual se establece sgala dudas que
el sistema es inestable por naturaleza propia.uanto a los
rangos de las matrices se aprecia que la respsetPapara cada
una de ellas; lo cual indica que el sistema dis@estobservable
y controlable en lazo cerrado.

VIIl. CONCLUSIONES

a) A partir de las ecuaciones de Euler fue posibiarrollar el
modelo matematico que describe el comportamiento y
desempefio del cuadricéptero que se espera simatartsolar

en su trayectoria de vuelo.

b) Linealizando las ecuaciones matematicas en stansa de
variables de estado fue posible determinar tantdiempo

En la Figura 5, se observa que el sistema continua@ontinuo como en tiempo discreto los rangos densices de

linealizado, y en lazo abierto tiene solamentepibgs, sistema

controlabilidad y observabilidad, con lo cual seed®in6 que en



ambos dominios de tiempo era posible observarddables de
estado del sistema aeronautico y controlar su dtasia de
vuelo.

[10]

(11]
c¢) Utilizando el programa de analisis numérico MAB.fue
posible desarrollar el sistema de simulacion, eual para una (2]
trayectoria tridimensional simple conformada pdas@nte dos
coordenadas (punto de partida, punto de llegada) ginguna
accion de control (lazo abierto) se determina dueseema es  [13]
inestable por naturaleza propia ya que es subaztuadls sin
embargo, el analisis matricial del modelo por met#ibalgebra [14]
lineal indica que el sistema tiene observavilidadntrolabilidad
completa, con lo cual se determina que en lazademl sistema
debe ser controlable. [15]
d) Para el correcto desempefio del cuadricépteroelen
seguimiento de una trayectoria espacial cualqficeraada por  [16]
n puntos, es imprescindible la utilizacién de untoaador que
ajuste las acciones de maniobra para lograr elirségzuo de [17]
esta.
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